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NOTACIONES 



ff«, o», <*i Fatigas normales ligadas a pianos perpendicnlares 
al eje x, y, z. 

c„ Fatiga normal ligada a un piano perpendicular a 

la direction n. 
g F i Fatiga normal en el punto de fluencia. 
C( Fatiga normal de trabajo. 
t Fatiga cortante. 

Fatigas cortantes paralelas a los ejes y, z, x, y 
ligadas a pianos perpendiculares a los ejee x, y, z. 
x t Fatiga cortante de trabajo. 
8 Alargamiento total, flecha total, 
e Alargamiento unitario. 
e«> e j/- z z Alargamiento unitario en las direcciones x, y, z. 

Y Distorsion unitaria, peso por nnidad de volumen. 
E Modulo de elasticidad en tracci6n y compresioa 

0 Modulo de elasticidad por cortadura. 

Relacion de Poisson. 
A Dilatacion. 

K Modulo de elasticidad por volumen. 

M t Momento torsor. 

M Momento Sector en una viga. 

V Fuerza cortante en una viga. 
A Area de seccion recta. 

1 I Momentos de inercia de una figura plana con re- 
lacidn a los ejes y y z. 
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NOTACIONES 



k y , k z Radios de giro correspondientes a /„, l r 

I p Momento de inercia polar. 

Z Momento resistente. 

G Rigidez a la torsion. 

I Longitud de una barra, luz de una viga. 

P, Q Fuerzas concentradas. 

t Temperatura, espesor. 

a Coeficiente de dilatation por el calor. 

V Energfa de deformacion. 

w Energia de deformacion por unidad de volumen. 

h Altura de una viga, espesor de una placa. 

q carga por unidad de longitud. 

4>, 6 Angulos. 

p Presion. 

D, d Diametros. 

H, r Radios. 

W Peso, carga. 
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PRIMERA PARTE 

CAPI'TULO PRIMERO 

TRACCION Y COMPRESION 
POR DEB A JO DEL LlMITE DE ELASTICIDAD 

1. Elasticidad. — Suponemos que tin cuerpo esta formado 
por particulas pequefias o moleculas entre las cuales actuan 
fuerzas. Estas fuerzas moleculares se oponen a cambios de for- 
ma del cuerpo cuando sobre §1 actuan fuerzas exteriores. 

Si un sistema exterior de fuerzas se aplica al cuerpo, sus par- 
ticulas se desplazan y estos desplazamientos mutuos continuan 
hasta que se establece equilibrio entre el sistema exterior de 
fuerzas y las fuerzas interiores. 

Se dice en este caso que el cuerpo esta en estado de defor- 
macion. 

Durante la deformacion, las fuerzas exteriores que actuan 
sobre el cuerpo realizan trabajo, y este trabajo se transforma 
completa o parcialmente en energia potencial de deformacion. 
Ejemplo de esta acumulacion de energia en un cuerpo defor- 
mado es el caso de un muelle de reloj . 

Si las fuerzas causa de la deformacion del cuerpo disminu- 
yen gradualmente, el cuerpo vuelve total o parcialmente a su 
forma primitiva y durante esta deformacion inversa la energia 
potencial de deformacion acumulada en el cuerpo se recupera 
en forma de trabajo exterior. 
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Sea, por ejemplo, una barra prismatica cargada en su ex- 
tremo tal como indica la figura 1. Bajo la accion de esta carga, 
la barra se alarga una cierta cantidad. El punto de aplicacion 
de la carga se desplaza en su direccion y la carga realiza un tra- 
bajo positivo durante este movimiento. 

Cuando la carga disminuye, el alargamiento de la barra dis- 
minuye tambien, el extreme* cargado se desplaza hacia arriba y 
la energia potencial de deformacion se trans- 
W//////////M//f f forma en el trabajo de desplazar la carga en 
sentido contrario a su direccion. 
ttt| La propiedad que tienen los cuerpos de 

recuperar su forma primitiva al descargarlos 
se denomina elasticidad. 

Se dice que el cuerpo es perfectamente 
elastico si recobra su forma original de un 
modo completo ai descargarlo, y que es par- 
cialmente elastico si la deformacion producida 
Fig. 1 P or * as ruerzas exteriores no desaparece por 

completo al descargarlo. En el caso de un 
cuerpo perfectamente elastico, el trabajo realizado por las fuer- 
zas exteriores durante la deformacion se transforma completa- 
mente en energia potencial de deformacion. 

En el caso de un cuerpo parcialmente elastico, parte de aquel 
trabajo se transforma en calor desarrallado en el cuerpo durante 
la deformacion no elastica. Experimentalmente, se ha visto que 
cuerpos tales como el acero, la madera y la piedra pueden con- 
siderarse como perfectamente elasticos por debajo de cierto 
limite que depende de las propiedades del material. Suponiendo 
que las fuerzas externas que actuan sobre una estructura son 
conocidas, es un problema fundamental para el proyectista di- 
mensionar las partes de la estructura para que esten en condi- 
ciones perfectamente elasticas en todos los casos de carga. 
Solamente en tales condiciones la estructura tendra una vida 
larga y segura y no presentara deformaciones permanentes en 
sus elementos. 

2. Ley de Hooke. — Experiments realizados sometiendo a 
extensi6n barras prismaticas han hecho ver que entre ciertos 
limites el alargamiento de la barra es proporcional a la fuerza 
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extensora. Esta sencilla relation lineal entre fuerzas y deforma- 
ciones fue enunciada por primera vez por el investigador ingles 
Robert Hooke 1 en 1678 y Ueva su nombre. 
Usando la notation: 
P Fuerza total de extension. 
I Longitud de la barra. 
A Area de la seccion recta de la barra. 
8 Alargamiento total de la barra. 

E Constante elastica del material, llamada modulo de 
elasticidad. 

La ley de Hooke se expresa por la siguiente ecuacion: 

AE ' 

El alargamiento de la barra es proporcional a la fuerza ex- 
tensora y a la longitud de la barra, e inversamente proporcional 
a la seccion recta y ai modulo de elasticidad. 

Al realizar eytos ensayos deben tomarse las precauciones ne- 
cesarias para tener la seguridad de que la aplicacion de la carga 
se realiza axialmente. De este modo se evita cualquier flexion 
de la barra. 

Prescindiendo de las porciones de la barra situadas en las 
proximidades de las fuerzas aplicadas 2 , puede asegurarse que 
durante la traccion todas las fibras longitudinales de la barra 
prismatica tienen el mismo alargamiento y las secciones rectas 
de la barra planas y perpendiculares al eje quedan en estas con- 
diciones despu6s de la extension. 

Para encontrar la : >;agmtud de las fuerzas interiores imagi- 
nemos la barra dividida on dos partes, por una seccion recta mn, 
y consideremos el equilibrio de la parte inferior de la barra —figu- 
ra 1 (b) — . En el extremo inferior de este trozo tenemos la fuer- 
za P. En la parte superior actuan fuerzas que representan la 
accion de las partlculas de la parte superior de la barra cargada 



1 Robert Hooke, De Potentia restitutiva, London, 1678. 

* La distribueion de las fatigas en las proximidades de los puntos 
de aplicacion de las fuerzas responde a una ley mas complicada y se 
discutira en la Seguuda parte. 
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sobre las partfculas de la parte inferior. Estas fuerzas estan dis- 
tribuldas de modo continuo sobre la secci6n recta. Un ejemplo 
corriente de distribucion continua de fuerzas sobre una super- 
ficie es el de una presion bidrostatica o el de la presion de un 
vapor. En estas distribuciones continuas de fuerza la intensidad 
de la fuerza por unidad de area es de la mayor importancia. 
En nuestro caso, como las fibras tienen el mismo alargamiento, 
la distribucion de fuerzas sobre la seccion recta mn sera uni- 
forme. 

La suma de estas fuerzas para cumplir las condiciones de 
equibbrio —fig. 1 (6)— debe ser igualaP.La fuerza por unidad 
de seccion recta valdra: 

P 

"a- (2) 

Esta fuerza por unidad de area se llama fatiga o esfuerzo. 
En adelante, las fuerzas las mediremos en kilogramos, las areas 
en cm. 2 y las fatigas en kg./cm. 2 El alargamiento de la barra 
por unidad de longitud se determina por la ecuacion 



« = - (3) 



I 

y se denomina deformacion unitaria. 

Usando las relaciones (2) y (3), la ley de Ilooke puede re 
presentarse de la forma siguiente: 



a 

E 



•=-' (4) 



y el alargamiento unitario se calcula de este modo facilmente 
en funcion de la fatiga y del modulo de elasticidad del mate- 
rial. El alargamiento unitario s es un numero abstracto, puesto 
que mide la relacion por cociente de dos longitudes, ecuacion (3); 
se deduce, por tanto, de la ecuacion (4) que el modulo de elas- 
ticidad se mide en las mismas unidades que la fatiga, es decir, 
en kg./cm. 2 En la tabla I se indican valores de E para distintos 
materiales 3 . 



* En la Segunda parte se analizaran mas detalladamente las propie- 
dadea roecanioaa de los materiales. 
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Las ecuaciones (1) a (4) pueden usarse tambien en el caso 
de compresion de barras prismaticas. Entonces S representa la 
contraccion longitudinal total, e la deformacion unitaria de 
compresion y a la fatiga de compresi6n. El modulo de elasti- 
cidad para compresion es en muchos materiales igual al de ex- 
tension. 

En los calculos, las fatigas y deformaciones de extension las 
consideraremos positivas y las de compresion negativas. 

TABLA T 



PKOPIEDADES MECAtHCAS DE LOS MATERIALES 



Maleriale- 


Ji 

(Kg./cm. 1 ) 


Punto Je fluencia 
(Kg./cm.') 


Fatiga de rotura 
(Kg./cm.') 


Acero al carliono, de 








0,15 a 0,25 por 100 










2 X 10 6 


2xlO s -2,8xl0 8 


3,8xl0 8 -4.5xl0 3 


Acero al niquel. de 3 a 








3,6 por 100 de nl- 










2x 10" 


2,8 X 10 3 -3,5X10 S 


5,5 X 10 8 -7X10» 




7 x 10 5 


2,4xlO s -3,lXl0 3 


3,8xl0 3 -4,5xl0 8 




1,1 x 10 6 




2 X 10 8 -2,8 X 10 3 




7 X 10 6 




250 




1 X 10 6 




560-1.400 


Hormigon a compre- 










2,8 X 10 6 




210 



Problemas 

1. Dpterminar el alargamiento total de una ban-a de acero de 
60 cm. de longitud si la fatiga de extension es igual a 1.000 kg./cm.*. 

Solution: 

2. Determinar la fuerza total de extension de una varilla cilln- 
drica de acero de 2 cm. de diametro si el alargamiento unitario es igual 
a 0,7 X 10- 3 . 

Solution: La fatiga. de extensi6n en la barra, deducida de la ecua- 
ci6n (4), es 



a = e • E = 0,7 X 10~ 3 X 2 X 10" = 1,4 X 10 3 kg./cm.' 
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La fuerza extonsora, eouacion (2), sera.: 

_ 92 

P = c • A = 1,4 x 10 3 x -j- = 4.400 kg. 

3. Cual es la relacion de los m6dulos de elasticidad de los materia- 
les de dos barras de las mismas dimensiones si bajo la aceion de fuer- 
zas de extensi6n iguales los alargamientos unitarios de las barras es- 
tan en la relacion 




Determinar dichos alargamientos unitarios si una de las barras es 
de aeero, la otra de cobre y la fatiga de extension 700 kg. /cm. 2 

Solution: Los modulos son inversamente proporcionales a los alar- 
gamientos unitarios. 

Para el acero. e = g = 0,00035. 

Para el cobre, e = r-r-^Ws = 0,00064. 
1,1 x lW 

4. Una barra prismatica de acero de 60 cm. de longitud alarga 
0,6 mm. bajo la accion de una fuerza extensora. Hallar el valor de la 
fuerza si el volumen de la barra es 16 cm. 8 

6. Un trozo de alambre de 30 cm. de largo, sometido a una fuer- 
za extensora de 500 kg., alarga 25 mm. Hallar el modulo de elasticidad 
del material si el area de la seccion recta del alambre es 0,25 cm. 1 

3. Diagrama de traccidn. — La proporcionalidad entre la 
fatiga y el alargamiento unitario solamente es cierta por debajo 
de una cierta fatiga llamada Hmite de proporcionalidad, el cual 
depende de las propiedades del material. Por encima de este H- 
mite, la relacion entre el alargamiento unitario y la fatiga es 
mas complicada. Para materiales como el acero, la proporckn 
nalidad tiene lugar hasta un Hmite de fatiga bastante elevado, 
tal como 1,8 X 10 3 6 2,1 X 10 3 kg./cm. 2 

En otros materiales, fundicion, cobre recocido, el h'mite de 
proporcionalidad es muy bajo y no siguen la ley de Hooke, 
aun cuando la fatiga sea muy pequefia. Al investigar las pro-* 
piedades mecanicas de los materiales por encima del Hmite de 
proporcionalidad, la relacion entre fatiga y deformacion se re- 
presenta graficamente por un diagrama. La figura 2 represent* 
el diagrama tipico de un acero. En el los alargamientos estan 
tornados en el eje horizontal y las fatigas correspondientes lle- 
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vadas como ordenadas de la curva OBCD. Desde 0 a A la fa- 
tiga y la deformacion son proporcionales; pasado A, la ley de 
Hooke no se cumple. La fatiga correspondiente a A es el Hmite 
de proporcionalidad. Cargada la barra por encima de este H- 
mite, el alargamiento crece muy rapidamente y el diagrama se 
transforma en una curva. En B se 
presenta un subito alargamiento 
de la barra, sin apreciable aumen- 
to de la fatiga de extension. 

Este fenomeno, llamado fluen- 
cia del material, corresponde en 
el diagrama a un tramo horizon- 
tal de la curva. La fatiga corres- 
pondiente al punto B se deno- 
rnina fatiga de fluencia. Para car- 
gas may ores, el material recupera 
su resistencia, como se ve en el 
diagrama, y se necesitan aumen- 
tos en las fatigas para obtener 
aumentos del alargamiento. En 
el punto 0 la fatiga alcanza su 
valor maximo, y esta fatiga se de- 
nomina carga de rotura del ma- 
terial. Pasado el punto C, la barra 
se alarga con disminucion de la carga, y finalmente se presenta la 
rotura para una carga correspondiente al punto D del diagrama. 

Se ve experimentalmente que el alargamiento de la barra 
viene acompanado de una contraction lateral muy acentuada 
en las proximidades de la rotura; pero en la practica, para el 
calculo del punto de fluencia y de la carga de rotura la fatiga se 
refiere a la seccion recta initial de area A. Todas estas cuestiones 
seran examinadas mas detalladamente (vease Segunda parte). 

La figura 2 (6) representa el diagrama de extension para la 
fundicion. Este material tiene un Hmite muy bajo de proporcio- 
nalidad 1 y no presenta definido el punto de fluencia. 




Diagrama de ensayo <j tracaon 



Fig. 2 



1 Para establecer este Hmite modiante ensayos es necesario em- 
plear extensometros muy sensibles en la medida de los alargamientos. 
(Vease Griineisen, Berichle d. deutsch. phys. Oesellschaft., 1906.) 
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Diagramas analogos a los de extensi6n pueden obtenerse 
para la oompresion de di versos metales y determinar sua partes 
caracteristicas. 

4. Fatiga de trabajo. — Un diagrama de extensi6n da una 
information completa de las propiedades mecanicas de un ma- 
terial. Conociendo el limite de proporcionalidad, el punto de 
fluencia y la fatiga de rotura del material, es posible establecer 
en cada problema particular de ingenieria la magnitud de la 
fatiga que puede considerarse como una carga de seguridad; 
esta fatiga se llama corrientemente fatiga de trabajo. 

Al escoger el valor de la fatiga de trabajo para el acero, debe 
tenerse en ouenta que para fatigas inferiores al limite de propor- 
cionalidad el material puede considerarse perfectamente elas- 
tico, y por encima de este limite parte de la deformation la con- 
serva corrientemente la barra al ser descargada. Dicbo de otro 
modo, se presentan deformaciones permanentes. 

Para que la estructura este" siempre en condiciones elasticas 
y no exista posibilidad de deformaciones permanentes, se acos- 
tumbra a escoger la fatiga de trabajo bastante por debajo del 
lfmite de proporcionalidad. En la determination experimental 
de este limite se utilizan aparatos muy sensibles (extensometros) 
y la determination de la position de dicho limite depende en 
muy alto grado del cuidado con que se hacen las medidas. Para 
eliminar la dificultad que esta indeterminacion produce, se toma 
corrientemente el punto de fluencia o la fatiga de rotura del ma- 
terial como base para determinar la fatiga de trabajo. Repre- 
sentando con a t , a M y o r , respectivamente, la fatiga de traba- 
jo, el punto de fluencia»y la fatiga de rotura, la magnitud de 
la fatiga de trabajo se determina por una de las dos relacionea 
siguientes: 

or t = , o a t = ^ ; (5) 

n n x 

n y n x se 11am an corrientemente factores de seguridad y deter- 
minan la magnitud de la fatiga de trabajo. En el caso de estruc- 
turas de acero se toma el punto de cesion o fluencia como base 
para calcular la fatiga de trabajo, con objeto de que no se pre- 
senten deformaciones permanentes en las estruoturas. El coefi- 
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ciente de seguridad n =2 se usa corrientemente cuando las 
cargas que actuan sobre la estructura lo hacen de modo perma- 
nente. Cuando las cargas son variables o se aplican de modo 
siibito, caso muy frecuente en maquinaria, es necesario calcu- 
lar con mayor coeficiente de seguridad. Para materiales quebra- 
dizos, como fundicion, bormigon, diversas clases de piedras, y 
para materiales tales como la madera, se toma la fatiga de ro- 
tura como base para determinar la fatiga de trabajo. La mag- 
nitud del coeficiente de seguridad depende en su mayor grado 
del cuidado con que en el calculo se han determinado las fuer- 
zas exteriores que actuan sobre la estructura, las fatigas co- 
rrespondientes a sus distintas partes y la homogeneidad de los 
materiales usados. Mas adelante insistiremos sobre esta impor- 
tantisima cuestion (vease Segunda parte). 



Problemas 

1. Determinar el diametro d de loa pernos de acero N de una 
prensa para un esfuerzo maximo P = 60.000 kg. (fig. 3), si el coefi- 
ciente de trabajo para el acero es en este 
caso a t = 1.000 kg./cm.". Determinar el 
alargamiento total de los pernos para la 
carga maxima, si la longitud entre sus ca- 
bezas es 1,50 m. 

Solucvbn : El area necesaria en la seccion 
recta, ecuaci6n (2), es 



de dondo 

d 



2oV 



50.000 
2 x 1-000 



= 25 cm. 1 ; 



■ 5,64 cm. 




El alargamiento total, ecuaciones (3) 
y (4), es 

8 = E/ =l-' = 2 i x^ xl - 500 = 0 ' 75mm - 

2. Una estructura esta formada por dos 
barras iguales de acero (fig. 4) de 4,50 m. de 
longitud, cuyos extremos estan sometidos a 

la accion de una carga vertical P. Determinar la secci6n recta de la barra 
y el descenso vertical del punto B para P = 2.500 kg. a t = 800 kg./cm. J 
y ol angulo inicial de inclinacion de las barras, 30°. 



Fig. 3 
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Solucidn: De la figura 4 (6), que representa la condicion de equi- 
librio del nudo B, se deduce que la tension en las barras es 



2 sen 6 ' 




para 6 = 30°; S = P = 2.500 kg. 

La seccion neoesaria es 



A = 



S 2.500 



800 



La flecha BB 1 se halla median - 
te el triangulo DBB U en el que, 
dada su pequefiez, el areo BD, de 
radio igual a la longitud de las ba- 
Fia. 4 rras, se sustituye por la perpendicular 

bajada sobre A B u posicion de la ba- 
rra despues de la deformaci6n , desde el pun to B. 
El alargamiento total de la barra 4B es 



800 



X 4.500 = 1,8 mm. 



y la flecha 



BjD 

sen 9 



3,6 



Se ve que la variacion del angulo 6 debida a la flecha BB 1 es 
muy pequena y que el calculo realizado para hallar S, basado en la 
hip6tesis de que 6 = 30°, es suficientemente apro- 
ximado. i q 

3. Determinar el alargamiento total de la barra ^ J 

de acero AB, cuya seccion recta es 6 cm. 2 y esta 



sometida a la accion de las fuerzas Q = 5.000 kg. 
P = 2.500 kg. (fig. 5). 

Solucidn: La fuerza extensora para los trozos 
superior e inferior de la barra es igual a ft y para 
el trozo central, igual a Q — • P. El alargamiento to- 
tal sera 



l + (Q — P)h 



AE ' AE 
2.500 x 25 0 

2 x 10° x 6 



= 2 



5.000 x 250 



+ 



2 x 10° x 6 
- 0,26 mm. 



B 



:i 



l,*25cm. 



l,'25cm 



I ,'25011 



Q 

Fig. 



4. Determinar las dimensiones de las secciones 
rectas de la viga de madera BG y de la barra de 
acero AB de la estructura ABC cargada en B, si el 
coeficiente de trabajo para la madera se toma a ( = 10 kg./cm. 1 y 
para el acero a t = 800 kg./cm. a . La carga P = 3.000 kg. Las dimen- 
siones de la estructura, las de la figura 6. Determinar las componen.- 
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te« vertical y horizontal del desplazamiento del punto B, debido a 
!a deformacion de las barras. 




Fig. 6 

Solucidn: De la figura 6 (6), que representa el equilibrio del nudo B 
y es un triangulo semejante al A BO de la fig. 6 (a), se deduce 

4 5 ,5.000 kg. 



S = P 



2,7 



.000 kg. 



Las secciones correspond; entes a la barra de acero y a la viga de 
madera seran: 



A = S - 
at 



. 5 _^°_ = 6,25 cm.*; A, = ^ = ^ = 400 cm.'. 
800 ' ts( 10 



El alargamiento total de la barra de acero y el acortamiento de la 
viga de madera son: 

SI 5.000 4.500 
*=KA 



: 2 x 10" 
4.000 



~ 6,25 
3.600 



= 1,8 mm. 
0,36 mm. 



E^A t - 10' A 400 
Para determinar e! corrimiento del nudo B, debido a la deforma- 
ci6n, se trazaran dos arcos con centros en A y G —fig. 6 (a) y ra- 
dios iguales a las longitudes de las barras AB y GB despues de la de- 
formacion. Su interseccion define la posicion nueva B' del nudo B. La 
construccion se realiza en figura aparte y a mayor escala —fig. 6 (c) . 
BB l es el alargamiento de la barra de acero, y BB, el acortamiento 
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de la viga de madera. Las perpendiculares de trazos reemplazan a los 
arcos indicados anteriormente. Por consiguiente, BB' em el corri- 
miento del nudo B. Las componentes de este corrimiento se deduoerl 
facilmente de la figura. 

5. Determinar en el problema anterior la inclinacion de la ba- 
rra AB, de modo que su peso sea minimo. 

Solucidn: Representando por 0 el angulo entre la barra y la viga y 

por i, la longitud de la viga, se tiene: Longitud de la barra I =» ' 

P a p 

tension de la barra 8 — z y secoion necesaria en la barra A = — — — 

sen 0 J at sen 0 

El volumen de la barra sera: 
I- A = 



2hP 



at sen 0 cos 0 at sen 2 0 
Por consiguiente, el volumen y el peso de la barra son mlnimos 
cuando sen 20 = 1; es decir, 0 = 45°. 









c 






(a) 





V 




Fig. 7 



6. La estructura triangulada A BCD — fig. 7 (a) — ■ esta formada 
por cinco barras de acero de 0 cm. ! de secci6n recta y sometida a la 
accidn de las fuerzas P = 5.000 kg. en la direccion de la diagonal. De- 
terminar las variaeiones de los angulos en A y (7, debidas a la defor- 
macion de la estructura. Determinar la variacion de esos mismos an- 
gulos si se aplican fuerzas como las de la figura 7 (6). 

Solucidn: En el caso de la figura 7 (a), la diagonal es la unica barra 
que trabaja. Suponemos fijo el nudo D e invariable la direccion de la 
diagonal, el corrimiento del nudo B en la direcci6n de la diagonal sera 

PI 

igual al alargamiento de la diagonal 8 — -^g- L» determinaci6n de la 

posicidn nueva C del nudo C se indica en la figura por linea de trazos. 
En el triangulo rectangulo de dimensiones pequefias (7(7,0' se tiene 

CO' = Por consiguiente, el angulo de rotacion de la barra DC 
V2 

debido a la deformacion de la estructura sera 



TBACCI6N Y COMPRESl6sr 



13 



I 



p 

AM 



5.000 



6 x 2 x 10» 2.400 



radian. 



radutu 



DC pi 
v el aumento del angulo en C es 

1 

2 X 2.400 1.200 
La resolucion del problema representado en la figura 7 (b) se deja 
como ejercicio. 

7 Determinar la posicion de la carga P en la viga ABD de tal 
modo que la fuerza en la barra BC sea maxima. Determinar el angulo 0 
de modo que el volumen de la barra BC sea minimo (fig. 8). 





Fig. 8 



Fig. 9 



Respuesta: La tension en la barra BC es maxima cuando la car- 
ga P esta en la posicion mas alejada a la derecha, es decir, en el punto D. 
El volumen de la barra es minimo cuando 0 = 45°. 

8. Determinar la secci6n necesaria para la barra de acero BO (figu- 
ra 9) si el coeficiente de trabajo es a t = 1.000 kg./cm. 2 y la carga 
vertical uniformemente distri- 

buida actua sobre la viga AB 
a raz6n de 1.500 kg./m. 

Respuesta: A = 4,05 cm. 8 . 

9. Determinar las seccio- 
nes necesarias para las barras 
ABy BC de las estructuras de 
las figuras 10 (a) y 10 (6) si 
o, = 1.000 kg./cm. 2 . 

Respuesta : En el caso de la 
estructura 10 (a), la seccion 
de AB debera ser 20 cm. 2 , y la 
de la barra BC, 16 cm. 2 En el 

caso de la estructura 10 (b), la secci6n de la barra AB sera 16 cm.', y 
la de la barra BC, 14,4 cm. 2 . 

10. Besolver el problema 3 suponiendo que el material es duralu- 
minio y que P — Q = 800 kg./cm. 2 . 

11. liullar las secciones de las barras CD de las figuras 10 (a) 
y 10 (6) y su alargamiento total si el material es acero corriente y 
<J| « 1.200 kg./cm. 2 













A 




I2 00O 


I2O00 


D 


7Z//4 

4 








m i 
4. '&"> 






3 


X (a) 






A 


12000 


, 12000 











Fig. 10 
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12. Resolver el problema 9 suponiendo que la cargra se aplica 
solamente en el nudo del cord6n superior situado a 2,40 m. del apoyo A. 

5. Fatigas y deformaciones producidas en una barra por su 
propio peso.— Al estudiar el caso de la extension de una barra 
(figura 1), nemos considerado solamente el efecto debido a la car- 
ga P. Si la longitud de la barra es grande, su propio peso puede 
producir una fatiga adicional considerable, que debe tenerse en 
cuenta. En este caso la fatiga maxima se produce en la seccion 
recta superior. Representando y el peso por unidad de volumen 
de la barra, el peso total sera Ayl y la maxima fatiga vendra 
dada por la expresion 

P + Ayl P , , 
A A 

El ultimo termino del segundo miembro de la ecuacion (6) 
representa la fatiga producida por el peso de la barra. El peso 
de la porci6n de barra situado por debajo de una seccion recta 
a la distancia x del extremo inferior es Ayx y la fatiga vendra 
dada por la ecuacion 

a = ^±^- (7) 
A 

Sustituyendo la fatiga de trabajo a, por ct mjkx en la ecua- 
cion (6) la formula para calcular la seccion de seguridad sera 

p 

A = .. (8) 

En ella se ve que el incremento de longitud de la barra hace 
aumentar la seccion recta de seguridad A. Cuando yl =o t , la 
fatiga debida al peso de la barra es igual al coeficiente de tra- 
bajo y el segundo miembro de la ecuacion (8) se hace infinito. 
En circunstancias tales es imposible el uso de la barra prisma- 
tica y se recurre al empleo de barras de seccion variable. 

Para calcular el alargamiento total de una barra prismatica 
sometida a la accion de la fuerza de extension P en el extremo 
y su propio peso, consideramos primeramente el alargamiento 
de un elemento de longitud diferencial dx soparado de la barra 
por dos secciones rectas infinitamente proximas (vease fig. 1), 
Puede suponerse que en tan corta longitud dx la fatiga es cona- 
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tante y viene dada por la expresion (7). Entonces el alargamien- 
to dS del ekmento sera 

E AE 

El alargamiento total de la barra se obtendra sumando los 
alargamientos de todos los elementos. 0 sea 

r<P+Ayx dx ^ll p + l A A (9) 
J 0 AE AE\ 2 / 

Comparando este resultado con la expresion (1), se ve que 
el alargamiento total producido en la barra por su propio peso 
es igual al que produciria una carga de valor mitad aplicada en 
su extremo. 



Problemas 

1. Determinar el area de la seccion recta de una barra vertical 
de acero de forma prismatica cargada en su extremo inferior con una 
carga P = 35.000 kg., si la longitud de la barra es 200 m., el coeficiente 
de trabajo a, = 700 kg./cm. a y el peso d# un m.» de acero es 7.800 kg. 
Determinar el alargamiento total de la barra. 

Solution: La secci6n. ecuaci6n (8), es 

A _ 3 5 - 000 ,=64 cm.* 

A ~ 70lT^7,8 x 10- 3 x 200 x 10 2 

El alargamiento total, expresi6n (9), es 

8 = 200 x 10* 1 ( 35.000 + 1 64 x 7,8 x 10 3 x 200 x 10 2 ) = «3 mm. 

64 x 2 x 10 6 \ 2 / 

2. Determinar el alargamiento de una barra conica bajo la accion 
de su propio peso (fig. 11). La longitud de la barra es I, el diametro 
de la base es d y el peso por unidad de volumen del material «s 

Solution: El peso de la barra ser&; 

„ 7t(Z 2 If 

Para una seoci6n recta a distancia x del extremo inferior de la ba- 
nu la fuerza de extensi6n, igual al peso de la parte inferior de la barra, es 

Qx* _ Tci 1 yx 3 
I 3 " " ~T X 31* ' 

Teniendo en cuenta que esta fuerza se reparte uniformemente en 
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la secci6n recta 1 y considerando el elemento de longitud dx como una 
barra prismatioa, el alargamiento de este elemento sera 

dS = ||; x dx 
y el alargamiento total de la barra es 

8 ~ 3l Jo <5« 

i\ I Este alargamiento es ^ del que tendria una barra 
" -* prismatioa de la misma longitud (vease ecuaci6n 9)- 

3. La varilla vertical de una bomba de mina es 
accionada por un cigiiefial (fig. 12). Suponiendo que 
el material es acero y el coeficiente de trabajo a t = 500 kg./cm. 4 , de- 
terminar la section reeta de la varilla si la resisteneia del piston 
durante el movimiento hacia abajo es 100 kg. y durante el movimiento 
hacia arriba 1.000 kg. La longitud de la varilla es 100 m. Determinar 
la longitud del radio del eiguenal si la carrera de la bomba es 20 cm. 

Solucidn: El area de la seccion recta de la varilla se encontrara 
por la expresi6n (8) para P = 1.000 kg. 
O sea 

1.000 




500 — 7,8 x 10-* X 100 X 10 a 



= 2,37 cm.» 



La diferencia entre el alargamiento total de la varilla cuando se 
mueve aiternativamente, debido a la resisteneia del piston, sera: 

_ (1.000 + 100) x 100 xlQ° = 23 2 mm . 
A6_ 2,37x2xl0« 

El radio de la manivela sera: 




r — 



20 + 2,32 



11,16 cm. 



20cm 



Fig. 12 



4. Dos alambres, uno de acero y otro de alumi- 
nio, estan colgados verticalmente. Determinar la 
longitud para la que la fatiga debidn al peso propio 
iguala a la carga de rotura si para el acero a r = 21.000 
kg./cm.' y y = 7.800 kg./m. 8 y para el aluminio 
a r = 3.500 kg./cm.* y y = 2.700 kg./cm.* 

Respuesta: Para el acero, Z = 26.900 m.; para el aluminio,t= 13.000m. 

5. En que proporci6n crece la fatiga maxima producida por su 
propio peso en una barra prismatioa si todas las dimensions de la 
barra aumentan en la proporci6n n : 1. 



1 Esta hipotesia es admisible cuando el angulo del cono es pe- 
queno. 
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Bespuesta: La fatiga crecera en la relacidn n : 1. 

6 Una pila de puente formada por dos trozos prismaticos de igual 
longitud (fig. 13) esta sometida en su extremo superior a una compre- 
on p = 300 000 kg Determinar el volumen de la fabrica si la altura 
del pilar son 36 m., el peso por m» 2.000 kg. y la fatiga de oompresi6n 




Fig. 13 Fig. 14 



maxima admisible 10 kg./cm. 8 . Comparar el volumen obtenido con el 
de un pilar prismatico proyectado en analogas condioiones. 

7. Resolver el problema anterior suponiendo a la pila formada 
por tres trozos prismaticos de igual longitud. 

8. Determinar la forma del pilar de la figura 14, de modo que la 
fatiga en cada secci6n sea constante e igual a o t . La forma que satis- 
face a esta condici6n se denomina s61ido de igual resisteneia. 

Soluvidn: Considerando el elemento diferencial rayado en la fi- 
gura, es evidente que la fuerza compresora de la secci6n Wj n t es su- 
perior a la que comprime la secci6n mn en el peso del elemento. Puesto 
que la fatiga en las dos secciones debe ser la misma e igual a a t , la di' 
ferencia dA de las areas de las dos secciones, debe oompensar la di- 
ferencia de fuerza compresora. 

Por consiguiente, 

dAa, = fAdx, (a) 

donde el segundo miembro de la ecuacion representa el peso del ele- 
mento. Dividiendo esta ecuacion por Ac t e integrando, se tiene 



(dA _ fydx 

jA-~jTr f 

de donde 



log A - E? + Oi 
"t 

I? 

A = Ct°t , (b) 
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Siendo e la base de los logaritmos naturales y O = e 01 . Para x 
esta ecuacion da para el area de la eabeza del pilar 



P 

La seccion en dicha eabeza es — y, por consiguiente, la ecuaci6n 

at 

(b) sera 

1? 

A=-e a '. (c) 

El area en la base del pilar se obtiene dando a £ el valor I en la 
ecuacion (c), 

A mis = -e°. (d) 
a t 

9. Encontrar el volumen de la fabrica de un pilar de is^ial resis- 
tencia, proyectado en las condieiones del problems 6. 

Solucidn: Utilizando la ecuacion (d), la diferencia de las areas de 
las seeciones de base y eabeza del pilar sera 

Yi N 

* ( .*_1>. 
at at at 

Esta diferencia, multiplicada por la fatiga de trabajo o t , da evi- 
dentemente el peso del pilar; su volumen sera: 

2i 

V =--(e CT| — 1) = 158 m.« 
T 

6. Problema estaticamente indeterminados en traccMn y 
compresi6n. — Hay casos en los que las fuerzas axiales que ac- 
tuan en las barras no pueden determinarse por las condieiones 
de la estatica, y entonces la deformaci6n de la estructura per- 
mite encontrarlas. Estas estructuras se llaman sistemas esta- 
ticamente indeterminados. 

Un ejemplo sencillo de tales sistemas es el de la figura 15. La 
carga P produce extensi6n en las barras OB, 00 y OD, las cua- 
les estan en el mismo piano. 

Las condieiones de equilibrio del punto P dan dos ecuaciones, 
que no son suficientes para determinar las tres tensiones des- 
conocidas de las barras y para tener una tercera ecuaci6n es 
necesario considerar la deformation del sistema. Supongamos, 
para simplificar, que el sistema es simetrico respecto al eje ver- 
tical 00, que la barra vertical es de acero, siendo A a y E a el 
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area de su seccion recta y el modulo de elasticidad del material, 
y que las barras inclinadas son de cobre, y que A e y E e son sus 
areas de seeciones rectas y sus modulos. La longitud de la barra 

I 

vertical es I y la de las barras mclinadas es 

Representando por X la tension de la barra vertical y por Y 
las fuerzas en las barras inclinadas, la unica ecuacion de equi- 
librio para el punto 0, en este caso 
de simetria sera: 



X + 27 cos a = P. 



(a) 




Fig. 15 



Para obtener la segunda ecuacion 
que permita conocer las cantidades 
X e Y, consideraremos la configura- 
ci6n del sistema deformado indicada 
en la figura por lmeas de puntos. 
Sea 8 el alargamiento total de la barra 
vertical bajo la acci6n de la carga P; 
los alargamientos Sj de las barras inclinadas se hallaran en el 
triangulo 0F0 V Teniendo en cuenta que estos alargamientos 
son muy pequenos, el arco de circulo OF de centro D puede 
reemplazarse por una recta perpendicular y el angulo en 0 } 
puede tomarse igual a! angulo inicial a; por tanto, 

S, = o cos a. 

Los alargamientos unitarios y las fatigas para las barras ver- 
tical e inclinadas seran: 



s„ = 



I 



8 cos 2 a 



&' c 8 cos 2 a 



respectivamente. Las fuerzas en las barras se obtendran multi- 
plicando las fatigas por las seeciones rectas y seran 



X = o a A a = ^ 



I 



<le donde 



AJS. 



A a E a 
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Sustituyendo en la ecuacion (a), obtendremos 

P 



X = 



1,0 3 A ° E <> 
1 + 2C ° S a i,I 



(10) 



Se ve que la fuerza X no depende unicamente del angulo de 
inclinacion a, sino tambien de las areas de las secciones rectas 
y de la* propiedades mecanicas de los materiales de las barras. 
En el caso particular en que las tres barras tengan la misma sec- 
tion y el mismo modulo la expresion (10) se transforma en 

X-— i ~ ■ 

1 + 2 cos 3 a 

Cuando a se aproxima a 0, cos a se aproxima a la unidad 
y la fuerza en la barra vertical se aproxima a - P . Cuando a 
se aproxima a 90°, las barras inclinadas son muy largas y la 



r 



b 



carga actua de modo completo sobre la barra 
central. Otro ejemplo de sistemas estaticamente 
indeterminados es el de una barra prismatica 
con los extremos empotrados cargada axialmen- 
te en una seccion intermedia mn (fig. 16). La 
carga P estara en equilibrio con las reacciones 
R y en los extremos y se tendra 



P= R + R v 



FlQ 16 Para obtener la segunda ecuacion que per- 

mita determinar las fuerzas R y R v debe consi- 
derate la deformacion de la barra. La carga P con la fuerza R 
produce acortamiento en el trozo inferior de la barra, y con la 
fuerza R v alargamiento en el superior. El acortamiento total de 
un trozo debe ser igual al alargamiento total del otro. 
Usando la ecuacion (1), se obtiene 



de donde 



R x a 
AE~ 

R 



Rb 
AE 



(d) 
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1o que indica que las fuerzas R y R t son mversamente propor- 
cionales a las distancias de sus puntos de aplicaci6n a la sec- 
ci6n mn. De este modo, las ecuaciones (c) y {d) dan las mag- 
nitudes de aquellas fuerzas y las fatigas de la barra puaden 
calcularse facilmente. 

Problemas 

1 Un oilindro de acero y un tubo de cobre est&n cotnprimidos 
entre los platos de una prensa (fig. 17). Determinar las fatigas en el 
acero y en el cobre y el acortamiento unitario 
Bi p. 50.000 kg., d = 10 cm. y D = 20 cm. 

Solution: Las condiciones estaticas son insu- 
ficientes y debe considerarse la deformacion del 
cilindro y de) tubo para encontrar la parte de carga 
que obra sobre cada material. 

Los acortamientos unitarios en el acero y en 

el cobre seran iguales; por tanto, la fatiga de 

oada material estara en la misma relacion que 

bu mddulo (ecuacion 4, pag. 4), es decir, la fatiga 

20 . 
de compresi6n en el acero sera — de la fatiga de 

oompresi6n en el cobre. De este modo, el valor a c 

de la fatiga en el cobre se encontrara por la ecuaci6n de la estatica. 




TTd'20 K 



Sustituyendo valores numerieos, se obtiene a e = 132 kg./cm.*: 

a o = ^a„ = 240 kg./cm.' 
El acortamiento unitario sera: 



e = ^ = 120 x 10-". 

2. Una columna de hormigon armado esta comprimida por una 
fuerza P = 30.000 kg. jQue parte de esta carga actua sobre el hormi- 
gon y que parte sobre el acero si la seccion recta de acero es solamente 

1 

— de la seccidn recta de hormig6n? 

La carga transmitida por el hormig6n sera igual a 15.000- kg. 

3. Un cuerpo rigido AB de peso Q cuelga de tres alambres verti - 
cales simetricamente colocados respecto al centro de gravedad C del 
cuerpo (fig. 18). Determinar los esfuerzos deextensi6n en los alambres 
si el de) medio es de acero y los otros dos de cobre. Las secciones rec- 
tas de los tres alambres son iguales. 
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Marcha a seguir : Usar el metodo del problems 1. 

4. Determinar las fuerzas en las cuatro patas de una mesa cna- 
drada (fig. 19), producidas por una carga P que actua en una diagonal. 
El apoyo de la mosa en el suelo se supone absolutamente rigido y las 
patas se unen a el de tal modo que pueden sufrir extensiones y com- 
presiones. 

Solucwn; Suponiendo que la nueva posicion del tablero de la mesa 
es la indicada con la llnea de puntos mn, la 
compresion en las patas 2 y 4 sera igual a la 
media de las de las patas 1 y 3. Por tanto, 



y tambien 



IT = X + Z 



2T + X + Z = P, 



Fig. 18 



de donde 



2T = X + Z 



■P. 



(a) 



La 



ecuacion complementaria para determinar X y Z se obtieno 
tomando el momento de todas las fuerzas con relacion al eje horizon- 
tal o-o paralelo al y y en el piano de la fuerza P. Se obtiene 



De (a) y (6) se deduce 



(b) 



T = 



m -J 



4' 



V 4 a^/2) 



V~2 



Ouando e > a -3T esnegativa. Esto 
indica que hay extension en la pata 1. 

5. Determinar las fuerzas en las pa- 
tas de la mesa anterior cuando la carga 
se aplica en el punto de coordenadas. 



a 
4' 




Solacion: Para resolver este problema, 
la carga P situada fuera de la diagonal de la mesa puede reemplazarse 
por dos cargas estaticamente equivalentes aplicadas en puntos de las 
dos diagonales. Los esfuerzos producidos en las patas por cada una de 
estas dos fuerzas se encontraran del modo explicado anteriormente. 
Sumando los efectos de las dos cargas componentes se encontraran los 
esfuerzos en las patas para cualquier posici6n de la carga P. 
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6. TJn cuadro rectangular con diagonales esta sometido a la acci6n 
de las fuerzas de compresion P (fig. 20). Determinar los esfuerzos en 
las barras si todas son del mismo material, el 
area de la seccion recta de las vertical es es A y 
la de las restantes barras A x . 

Solncion: Sea X la fuerza de compresion en 
cada barra vertical; T, la fuerza de compresi6n 
en cada diagonal, y Z, la fuerza de extension en 
cada barra horizontal. La condicidn de equiiibiio 
de uno de los nudos da 



1 



sen a 
Z = T cos a = (P 



X (P - X); 

X) cot a. 




(a) 



Fio. 20 



La tercera ecuacion se obtendra por la condi- 
ci6n de que el cuadro despues de la deformacion seguira siendo rec- 
tangular, en virtud de la simetria; por tanto, 

despreciando las cantidades pequefias de orden superior, se obtiene 
(a* + h*) T ^h*X a?Z 

A-iE AE A t E' ' 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (6), la fuerza en la dia- 
gonal se obtiene por la siguiente expresion: 




T = 



a 2 + h? A a 2 A . 

—w- x A 1 + ¥:A i Xoosa + 8in " 

Las fuerzas en las otras barras se calcularan f&cil- 
mente por las ecuaciones (a). 

1. Resolver el problema anterior suponiendo a = h, 
A = 5A X y P = 25.000 kg. 

8. iQue fatiga se producira en un perno de acero y 
en un tubo de cobre (fig. 21) al dar 1/4 de vuelta a la 
tuerca, si la longitud del perno es 75 cm., el paso del tor- 
nillo h = 3 mm., el area de la secci6n recta del perno 
^a = 6 cm. 2 y el area de la seccion recta del tubo A c = 12 cm. 2 ? 

Soluci6n: Sea X la fuerza total de extension en el perno y de com- 
presi6n en el tubo. El valor de X s« encuentra estableciendo que el 
alargamiento total del perno mas el acortamiento total del tubo es 
igual al desplazamiento de la tuerca a lo largo del perno. Admitiendo, 
en nuestro caso, que la longitud del tubo es igual a la longitud del 
perno, se obtiene: 



Fig. 21 



XI 



XI 



A a E a + 2~ e E,- i h ' 
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de dotide 
X = - 



0'3 X 6 x 2 x 10« 

6 x2~x 



10« 



12 x 1,1 x 10 8 



= fi.280 kg. 



////// A/ ////// 

a 



I 



X 



r 77777. 



Fig. 22 



La fatiga de extension en el perno es o 0 = — = 1.050 kg./cm. 1 

A a 

La fatiga de compresidn en el tubo es o { = ^- = 525 kg./cm. » 

Ac 

9. iQue cambio en las fatigas calculadas en eJ problema anterior 
produoen unas fuerzas extensoras P = 2.500 kg. apli- 
cadas en los extremos del perno? 

Solution: Sea X e] aumento de la fuerza total 
de extension en el perno e Y la disminueidn de la 
fuerza total de compresi6n en el tubo. La eondicion 
de equilibrio da: 

X + Y - P. (a) 
Puede escribirse una segunda ecuacion conaide- 
rando que los alargamientos unitarios del perno y 
del tubo por la aplieacion de las fuerzas P deben ser 
iguales; es decir, 

X_ Y 
A a E a ~ AJS,' < 6) 
Esta ecuaci6n, unida a la (a), permite caloular 
las fuerzas X e Y, de cuyos valores se deducen facilmente las fati- 
gas correspondientes. 

10. Una barra prismatica con los extremos empotrados esta car- 
gada axialmente en dos secoiones intermedias (fig. 22) con fuerzas 
Pi y P 2 . Determinar las reacciones R y B t . 

Solution: Usando la ecuaci6n (d), pagina 20, mediante la que se 
calculan por separado las reacciones que produce cada carga, y su- 
mando los resultados. Determinar las reacciones 
totales cuando 

a = 0,31, b = 0,3l y P, = 2 P 2 = 500 kg. 

11. Determinar las fuerzas en las barras del 
sistema representado en la figura 23, en el que 
OA es un eje de simetria. 

Bespuesta: La fuerza de extension en la ba- 
rra OB es igual a la de compresion en la 
P 

barra OG y vale . La tension de la barra 

z sen oc 

horizontal OA es igual a 0. 

12. Resolver el problema 10 suponiendo que la porci6n inferior 
de la barra cuya longitud es c tieno una seccion doble que las de las 
Otras dos partes de longitudes a y b. 




Fig. 23 
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v i t Fatigas iniciales y termicas. — En un sistema estatica- 
mente indeterminado es posible existan tensiones iniciales pro- 
ducidas en el montaje y debidas a errores en las longitudes de 
las barras o a variaciones inteneionadas de los valores correctos 
de aquellas longitudes. Estas tensiones existen aun cuando no 
actuen cargas exteriores y dependen de las proporciones geome- 
tricas del sistema, de las propiedades mecanicas de los materia- 
ls y de la magnitud de los errores. Supongamos, por ejemplo, 
que en el sistema representado en la figura 15 la barra vertical 
tenga por error una longitud I + a en lugar de la I que le co- 
rresponde. Al unirla las barras BO y DO, despues de haberla 
acortado con una compresion inicial, producira fatiga de exten- 
si6n en las barras inclinadas. Sea X la fuerza de compresion 
que actua en la barra vertical despues de haberla unido las otras 
barras. 

La fuerza de extension en las barras inclinadas sera: 

X 



2 cos « 

y el desplnzamiento del nndo 0 debido al alargamiento de diohas 
barras sera (vease ecuacion 6, pag. 19) 

XI 



2A C E C cos 3 a 
El acortamiento de la barra vertical sera 

XI 



(a) 



(ft) 



Ahora bien; el desplazarniento del nudo O, junto con el 
acortamiento de la barra vertical, debe ser igual al error a en 
la longitud de dicha barra. 

Se obtiene de este modo la siguiente ecuacion, para deter- 
minar X: 



0 sea 



XI _zz_ _ 

^p 1 , cos 3 a + ~ °* 



aA a E a 

ill -K A " E " 



(11) 



2A C E C cos 3 a J 
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Conocido X, se calcularan facilmente las fatigas initiates en 
las barras. 

La dilatacion de las barras debida a cambios de la tempera- 
tura puede tener el mismo efecto que los errores en las longi- 
tudes. Si la temperatura de la barra crece de < 0 a t y la dilata- 
cion termica se impide por las reacciones en los extremos, se 
produciran en la barra fatigas de compresion cuyas magnitudes 
pueden calcularse por la condition de que la longitud perma- 
nezca invariable. Sea a el coeficiente de dilatacion y a la fatiga 
de compresion producida por las reacciones. La ecuacion que 
determina a sera 

«(< — h) = |> 

de donde 

a = EoL(t — t Q ). (12) 

Como segundo ejemplo, consideremos el sistema representado 
en la figura 15 y supongamos que la barra vertical se calienta 
desde la temperatura ambiente < 0 hasta una nueva tempera- 
tura t. La dilatacion termica correspondiente estara parcial- 
mente impedida por las otras dos barras del sistema y una cierta 
fatiga de compresion aparecera en la barra vertical y fatigas 
de extension en las barras inclinadas. 

La magnitud de la fuerza de compresion en la barra verti- 
cal vendra dada por la ecuacion (11), en la que en lugar de la 
magnitud a del error en longitud se sustituira la dilatacion ter- 
mica al (t — t 0 ) de la barra vertical. 

Problemas 

1. Los ralles de Tin tranvia estan a tope a 10° C. jQue fatiga se 
producira en ellos cuando el sol los calienta hasta 38° (J, si el coet'i- 
oiente de dilatacion del aeero es a = 125 X 10 -7 ? 

Solution : 

5 =2 X 10" X 125 X 10-' X 28 = 700 kg./em.' 

2. ;Que cambio de fatigas se producira en el caso representado 
en la figura 21, al aumentar la temperatura, pasando de < 0 a t grados, si 
el coefioiente de dilatacion termica del acero es a fl y el del cobre a c ? 

Solution: Debido a que a c > a„, el aumento de temperatura pro- 
duce oompiesion eii el cobie y traccion en el acero. El alargamiento 
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mitario del cobre y del acero seran iguales, y represontando por X el 
aumento de la fuerza de extensi6n en el perno debida al cambio de 
temperatura, se tendra: 



X X 
« a (« — «o) + = « c (* — *o) " 



de donde 



X = 



(a c — ota) («— 1 0 ) A a E, 



1 4- AgE g 



acero 
cobre 
acero 



La variaei6n de las fatigas en el perno y en el tubo puede calcularse 
ahora del modo acostumbrado. 

3. Una pletina de cobre esta soldada entre dos pletinas de acero 
(figura 24). ;Que fatiga se producira en el acero y en el cobre por una 
elevaci6n de la temperatura de las pletinas de(,a( grados? 

Solution : Debera usarse el mismo 
metodo que en el problema anterior. 

4. iQue fatigas se produciran en 

las barras del sistema representado en p 24 

la figura 15 si la temperatura de to- * IG ' 
das las barras se eleva de < 0 a tl 

Solution: Con X se represent* la fuerza de extension producida 
en la barra de acero al aumentar la temperatura. Por la condioi6n de 
equilibrio del nudo 0 se ve que las fuerzas que comprimen a las barras 

de cobre valen „ X ; por todo lo expuesto, el alargamiento total de 
2 cos a 

la barra de acero sera: 

XI 



y el alargamiento de las barras de cobre, 

I XI 
8, =a c (t— t 0 )—_ — i 



' cos a 2 cos* iA c E 0 
Begun sabemos (vease pag. 19), 

8, = 8 cos a; 

por oonsiguiente, 

XI I XI 

«.(* -to)l+ j^- = a.(t - to) — ,- - 2^ir^B c 

de donde 



X = 



1 + 1 A a E * 
2 cos 3 a A e E e 
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Las fatigas en el ;voero y el eobre se obtendran ahora por las ecua- 
ciones siguieates: 

_ X X 

5. Suponlendo que en el caso de la figura 17 una carga constante 
P = 60.000 kg. se aplique a la temperatura inicial t„, determinar para 
que aumento de temperatura la carga sera transmitida unicamente 
por el oobre si <x a = 125 x 10~ 7 y a e =» 170 X 10~'. 

Solution ; 

de donde 

«-«„ = 42°, 7 C. 

6. Una barra de acero formada por dos partes prismaticas de lon- 
gitudes Jj y i 2 y de seceiones reetas A, y A 2 tiene los extremos fijos. 
Hallar las fatigas que se originan cuando la temperatura se eleva 60° C. 
Supongase J, = l it Aj = 24, y a a = 126 X 10~ 7 . 

7. Hallar las fatigas de origen termico en el sistema de la figura 24, 
si la temperatura de las tres pletinas ereee 60° C. El espesor es el mis- 
mo en las tres y los ooeficientes de dilatacion son <x a = 125 x 10~ 7 

y n e = 170 X 10-'. Supdngass E e :E a = ~ 

8. La temperatura del sistema de la figura 15 se eleva en CO" C. 
Hallar las fatigas de origen termico si las tres barras son de acero y 
tienen la misma secci6n. T6mese a, — 125 X 10~ 7 y E a =* 2 X 10* 
kg./cm." 

9. Encontrar las fatigas en los alambres del sistema de la figu- 
ra 18 si la seccion recta de los alambres es 0,6 cm. 2 , la carga Q = 2.000 
kilogramos y la temperatura del sistema despues del montaje aumenta 
en 6° C. 

10. Determinar las fatigas que aparecen en el sistema representado 
en la figura 20 si la temperatura de la barra horizontal superior se ele- 
va de t„ a t grados. 

8. Extension de un anillo circular.— Si fuerzas radiales U ni- 
formemente distribuidas actuan a lo largo del perimetro de un 
anillo delgado circular (fig. 25), se producira un alargamiento 
uniforme del anillo. Para determinar la fuerza de extension del 
anillo imaginemosle cortado por una seccion diametral hori- 
zontal — fig. 25 (6) — y consideremos la parte superior como un 
cuerpo libre. Si q representa la carga uniforme por unidad de 
longitud de oircunferencia y r es el radio de dicha circunferen- 
cia, la fuerza que obra en un elcmento de anillo determinado 



TRACCI6ST Y compbesi6n 



29 



por dos seceiones radiales adyacentes sera qrdy, donde dy es el 
angulo en el centro correspondiente. Tomando la suma de las 
componentes verticales de todas las fuerzas que actuan en el 
medio anillo, obtendremos la siguiente ecuacion de equilibrio: 



2P 



sen <pd(p — 2qr, 



de donde 

P = qr. (13) 
La fatiga de extension en el anillo se obtendra ahora divi- 
diendo la fuerza P por el area de la seccion recta del anillo. 





Fig. 25 



En las aplicaciones practicas es muy frecuente tener que 
determinar la fatiga de extension en un anillo circular giratorio. 
Entonces q representa la fuerza centrffuga por unidad de lon- 
gitud del anillo y viene dada por la ecuacion 



2 = 



w v 



(14) 



en donde w = peso del anillo por unidad de longitud; r, radio 
de la circunferencia media; v, velocidad del anillo en el radio r, 
7 9, aceleracion de la gravedad. Sustituyendo esta expression de 
2 en la ecuaciou (13) se obtiene 



P = 



9 



y la fatiga correspondiente sera 

P wv 1 



f 

9 



(15) 
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Se ve que la fatiga es proporcional a la densidad - del ma- 

y 

terial y al cuadrado de la velocidad periferioa. 



Problemas 

1. Determinar la fatiga de extensi6n en la pared cillndrica de la 
prensa de la figura 3 si el diametro interior es 25 cm. y ei espeaor de 
la pared 2,5 cm. 

Soluci&n: La presion hidrostatica maxima p en el cilindro se en- 
coutrara por la ecuawoa 

p ^ = 50.000 kg., 

de donde p = 100 kg./cm. a . Separando del cilindro im anillo de longi- 
tud 1 cm. en direccion del eje del cilindro y aplicando la ecuacion (13) 
ee obtiene 

P 100 X 12,5 



a = 



A ~ 2,5 x 1 



= 500 kg./cm. s 




2. Un tubo de acero se ha introducido en otro de cobre, estando 
ambos a una alta temperatura t (fig. 26), siendo el ajuste perfecto y 
Cobre n0 ex i s *' en d° presion alguna entre los tubos a 
aquella temperatura. Determinar las fatigas que 
se produciran en el cobre y en el acero al en^ 
friarse el conjunto hasta la temperatura a,m< 
biente i 0 si el di&metro exterior del tubo de acero 
es d, el espesor del tubo de acero es h a y el del 
tubo de cobre h e . 
Fig. 20 Solution: Debido a la diferencia de coeficien- 

tes de dilatacion a e y a a , existira una presion en-- 
tre los tubos exterior e interior al enfriarse. Sea a; la presion en kg./em. 4 
La fatiga de extension en el tubo de cobre sera 

xd 

y la fatiga de compresion en el tubo de acero sera 

xd 

La presi6n x puede encontrarse estableciendo en forma de ecuacifin- 
la eondicion de que en virtud del enfriamiento ambos tuboa tienen la 
inisma contiaecion perimetral; o sea 
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de donde 



_ («<• — a tt ) (t — h)E e 



^ = „ r = 

1 + 



2h c ,^KEc 



Del mismo modo podria calcularse la fatiga en el acero. 

3. Refiriendonos a la figura 25, jque fatiga adicionai de extension 
se producira en el tubo al someterle a una presidn hidrostatica interna 
de valor p = 7 kg./em. a , si el diametro interior es d, = 10 cm., h a = 2,5 

20 

milimetros y A ( = jy X 2,5 mm.? 

Soluci&n: Separemos del tubo un anillo elemental de altura 1 cm. 
La fuerza total de extension en ej anillo sera 

P = ^ = 35 k g. 

Debido a que los alargamientos circunferenciales en el cobre y en el 
acero son iguales, las fatigas estaran en la relaci6n de los modulos de 

elasticidad, es decir, la fatiga en el cobre sera ~ de la del acero y, 

por tanto, la fuerza P, en este caso, se distribuye en partes iguales 
ontre los dos metales y las fatigas producidas seran: 
P 35 

°c — = 2n = 38,5 kgV c DQ. a para el cobre 

" 2 x yy X 0,25 



20 

"a = j-j "e — '0 kg. /cm. 1 para el acero. 

4. Un anillo zunchado esta formado por un anillo interior de cobre 
y otro anillo exterior de acero. 

El diametro interior del anillo de acero es menor que el diametro 
exterior del anillo de cobre en una cantidad 8 y el conjunto se ajusta 
previo calentamiento del anillo de acero. Al enfriarse, el anillo de acero 
produoe presidn sobre el anillo de cobre (presion de zunchado). Deter- 
•ninar las fatigas en el acero y en el cobre si ambos anillos tienen sec- 
Clones rectangulares de dimensiones \ j \ en direccion radial y la unl- 
oad en direccion perpendicular al piano del anillo. Las dimensiones h a 
y „ pueden considerarse pequeflas comparadas con el diametro de la 
superfioie de contacto de los dos anillos. 

SoiMcitfn; Sea a; la presion uniformemente distribuida en la super- 
«oie q© contacto de los anillos. La fatiga de compresion en el cobre 
7 la ae exteusi6n en el acero seran: 

_ xd xd 
••~2V a » = 2V («> 
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El acortamiento del diametro exterior del anillo de oobre sera* 

8 ' ~ d - 2h c E e 
El alargamiento del diametro interior del anillo de acero sera: 



La presi6n desconocida x se encontrara por la eetiaeion 

. . xd*{ 1 , 1 \ s 
8 » + 8 » = ^te + ^J- 8 ' 

de donde 



Las fatigaa a„ y <t 5 , por las ecuaciones (a), aeran! 

8 Eg 




5. Determinar las fatigaa que se produciran en el anillo zunchado 
del problema anterior al girar el anillo con una velocidad constante 
de n r. p. m. 

Solution: Debido a que el cobre tiene mayor densidad y menor 
m6dulo de elasticidad que el aeero, el anillo de cobre presiona sobre el 
anillo de acero durante la rotacion. Sea as la presion por cm. 1 de su- 
perficie de contacto entre los dos anillos. Las fatigas correspondientes 
vendran dadas por las ecuaciones (a) del problema anterior. Es preciso. 
sumar a estas fatigas las fatigas producidas por la fuerza centrifuga. 
Representando por y a y y e los pesos por unidad de volumen del acero 
y el cobre, y usando la ecuacidn (15), se obtiene: 

Combinando estas fatigas con las fatigas debidas a la presion x y te- 
niendo en cuenta que el alargamiento debe ser el mismo en ambos 
anillos, se obtiene la siguiente ecuacidn, que sirve para determinar el 
valor de x en cada caso particular: 

Conooiendo x las fatigas en el cobre y en el acero, se encuentran s' 
dificultad. 
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6. Determinar la velocidad periferica Umite de un anillo de cobre 
si el coeficiente de trabajo es a, = 210 kg./cm." y y e = 8.700 kg./m.*. 

Respuesta: v => 48 m./seg. 

7. Con relaci6n al problema 2 y figura 26, determinar la fatiga en 
el cobre a la temperatura ambiente, si t — t 0 = 55° C, a c — a a = 
45 X 10- 7 , K => h c . 

Respuesta: a e = 175 kg./cm.*. 

8. Con referencia al problema 5, determinar el numero n de 
revoluciones por minuto al cual la fatiga en el anillo de cobre se 
anula si la fatiga inicial de zunchado era una compresi6n de valor a„, y 
/»„ = />„ y E a =2E c , 

Soluoidn: El numero n se determinara por la ecuacidn 

9. Hallar las fatigas en el anillo zunchado del problema 4. <mpo- 

E 20 

niendo 8 = 0,025 mm., d — 10 cm., K h, y ~ = — . Encontrar en 

Hi c 11 

euanto varian las fatigas si la temperatura del anillo aumenta despues 
del montaje en 6° C. T6mese a 0 = 125 X 10~ 7 y a e = 170 X 10~'. 

10. En el problema 5 hallar las fatigas correspondientes al acero 
y al cobre si n = 3.000 r. p. m.; d = 60 cm.; h a = h e =» 12,5 mm.; f a =» 
7,8 X 10-" kg./cm. 8 ; y c => 8,7 X 10~ s kg./cm. 8 . 
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CAPfTULO II 



ANALISIS de fatigas y deformaciones 



9 Variation de la fatiga en la extensi6n y compresidn sim- 
ple al considerar seceiones oblicuas al eje de la barra.-Para 

una barra prismatica sometida a nn esfuerzo axial de exten- 
sion P —fig 27 (a)—, hemos considerado solamente la fatiga en 
una seccion normal al eje de la barra. Vamos a considerar ahora 

el caso en que la seccion pq per- 
pendicular al piano de la figura 
esta inclinada respecto al eje. 
Debido a que todas las fibras lon- 
gitudinals tienen el mismo alar- 
gamiento (veasepag. 3), las fuer- 
zas que representan la acci6n de 
la poreion derecha de la barra 
sobre la izquierda estaran dis- 
tribuidas uniformemente sobre 
la seccion pq- Aislada la poreion ■ 
izquierda de la barra -fig. 27 (6)-, estara en equilibria bajo la 
acci6n de estas fuerzas y la carga P. La fuerza por unidad de area 
de la seccion pq se llama fatiga en esta seccion. Representando 
por A el area de la seccion recta de la barra y por cp el angulo 
entre el eje de la barra « J la normal n a la seccion pq, el area 
A 




de esta seccion sera 



cos cp 



y la fatiga 8 correspondiente sera 



„ P cos cp 



cos <p 



(16); 



donde <y represents como anteriormente, la fatiga correspon- 
teZ a la Lion recta de la barra. Se ve que la fafcga S eo . 
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rrespondiente a una seccion inclinada es menor que la fatiga a x 
en la seccion recta de la barra y que disimnuye al aumentar el 
angulo cp. Para 

la seccion pq es parale'a al eje de la barra y la fatiga S vale 
cero, es decir, no existe presion entre las superficies lateraies 
de las fibras longitudinales. En las 
seceiones oblicuas, la fatiga, que 
tiene la direccion de la fuerza P, £ 
no es perpendicular a la seccion. 
Es corriente descomponerla en dos 
componentes, tal como indica la 
figura 28. La componente a n per- 
pendicular a la seccion se denomina fatiga normal. Su valor es 

ff n = S cos 9 = a x cos 2 9. (17) 

La componente tangencia) t se denomina esfuerzo o fatiga 
cortante y su valor es 




Fig. 28 



t = S sen cp = <s x sen 9 cos 9 



a. sen 



(18) 



Para individualizar la deformacion que cada componente de 
la fatiga produce, consideraremos un elemento separado de la 

barra mediante dos seceiones obli- 
cuas paralelas pq y P& — %u- 
- ra 29 (a) — •. Las fuerzas que actuan 
sobre el representan las acciones de 
las partes derecha e izquierda de la 
barra y se ven en la figura 29 (a). 
Las figuras 29 (6) y 29 (c) se ob- 
tienen al descomponer dichas accio- 
nes en sus dos componentes, tal y 
I como se dijo anteriormente. y pre- 

^pentar por separado la action de estas componentes. Se ve que 
j^i fatiga normal a n produce extension del elemento en direcci6n 
|$e la normal n y que el esfuerzo cortante produce un resbala- 
jniento o deslizamiento de la seccion pq con relation a la p l q 1 . 




Fig. 29 
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Por la expresi6n (17) se ve que la maxima fatiga normal se 
presenta en la seccion recta de la barra y es (<t„U x - C 
P La maxima fatiga cortante tiene lugar, como se deduce de 
ia expresion (18), para seeciones obliouas a 45° y vale 

x.*- 1 -.. < 19 > 

Aunque la maxima fatiga cortante es la mitad de la maxima 
fatiga normal, tiene aqueila fatiga una gran importance prac- 




Fig 30 



tica, debido a que hay mater.ales menos resistentes al esfuerzo 
cortante que al normal. Por ejemplo, en un ensayo de tracci6n 
de una barra de acero dulce cuya superficie este bien pulimen- 
tada la fluencia del metal es visible a simple vista (fig. 30). 
Comienza por los pianos oblicuos en los que la fatiga cortante, 
es maxima. 

Las f6rmulas (17) y (18), deducidas para el caso de exten- 
sion simple, se aplican tambien cuando la soUcitaci6n es com-- 
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-LJ- 



1 » 
I i 



U» 

(e) 



Uf 

(dj 



presion simple. Basta para ello atribuir a <s x signo negativo en 
las expresiones (17) y (18). El signo negativo de a n indica que 
en la figura 29 (b) se obtiene compresion en lugar de extension 
para el elemento infinitesimal com- 

prendido entre las secciones pq y -—]__] 

Pl q v El signo negativo en t (for- (a) 
mula 18) indica que la accion cor- <•-; 
tante en el elemento tiene sentido 
contrario al indicado en la figu- M 
ra 29, c. La figura 31 da el conve- Pig. 31 

nio establecido respecto a los signos 

de las fatigas normal y cortante. Esta ultima es positiva cuan- 
do origina un par de sentido dextrorse 

10. El circulo de fatigas.— Las formulas (17) y (18) pueden 
representarse grafieamente 1 . Tomemos un sistema ortogonal de 
ejes coordenados con el origen en 0, y de direcciones positivas 
las usuales (fig. 32). Si consideramos que la secci6n pq es perpen- 
dicular al eje de la barra, se tendra, en la figura 28, 9 = 0, y por 
las formulas (17) y (18), a„=c x , t =0. Escogiendo una escala 
para medir las fatigas, y tomando la componente cortante segiin 

el eje vertical, la fatiga ligada al pia- 
no 9 = 0 vendra representada en la 
figura 32 por el punto A. Tomando 
ahora un piano paralelo al eje de la 

barra, tendremos 9 los dos com- 

ponentes de la fatiga se anulan para 
este piano y, por tanto, en la figu- 
ra 32 le corresponde el punto O. 
Fig. 32 Construyendo una circunferencia so- 

bre OA como diametro, se ve facil- 
mente que las componentes de la fatiga para una seccion cual- 
quiera pq, correspondiente a un angulo 9 (fig. 28), son las ooor- 
denadas de un punto de esta circunferencia. A fin de individua- 

1 Esta representaci6n grafica se debe a O. Mohr, Zivilingenieur, 
p6gina 113, 1882. Vease tambien su Abhandlungen, pag. 219, 1906. En 
eete libro pueden verse referenciaa a otras publicaciones sobre el mismo 
: MUnto. 




38 RESlSTENCIA BE MATERIALS 

lizarle, basta tomar en sentido contrario al de las agujas de u« \ 
reloj, y a partiv de A, el angulo 2 T . Sea B el punto « obte- 
nido; de la figura se deduce: 

OF = OC + CF=* + ^oo8 2 9 = <t.cob»9» ; 
2 ^ 

Z)f = <7D sen 2 9 == ^ sen 2 9. 

Compara.dc estas expresiones con las (17) y (18) , .e ^ 
el punto D define la fatiga ligada al piano W (fig. 28). Cuando 
la seccion n P» a izquierdas alrededor de un q. perpendmular 
al piano de la figura 28, y 9 varia de 0 a * el punto B se 
mueve de A hasta 0 por la semicircunferencia superior. Si el 
angulo 9 es superior a = se obtiene una seccion como la re- 
presentada en mm -fig. 33 (a)-, cuya normal exterior 1 », forma 
con el eje un angulo mayor que \. Al medir ahora el angulo 2, 
a partir de A, en sentido contrario a las agujas del reloj, obten- 
dremos puntos de la semicircunferencia inferior 

Supongamos el caso de que mm sea perpendicular a U «*- 
ci6n i considerada anteriormente. El punto correspond*** D 
ra 3 que el angulo BOB, valga k; es decir, BB es un dia- 
^(SlaBdota coordenadas de D x se obtendran las com- 
ponentes V y t„ de la fatiga ligada al piano mm.: 

. Hi = ^==oc-^==^-^ cos2<p==aiSeni!<p (20) 
Ti = _FA = - %Pi sen 2 "P = ~°i sen 2<p< 2 {21) 

Comparando estos resultados con las expresiones (17) y (18) 

setiene ^-^J*-**-* g: 

la figura mediante el rayaao. uu, 

hacia afuera desde dicho trozo 8it uado del lado de 

a El signo — obedece a que el puiiw 1 
las ordenadas negativaa. 
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g e ve, por tanto, que la suma de las componentes normales de 
las fatigas ligadas a dos pianos perpendiculares permanece cons- 
tante y es igual a a x . Las componentes cortantes de las fatigas 
ligadas a dos pianos perpendiculares son iguales, pero de signo 
contrario. Tomando las secciones m x m x y pfa, adyacentes y pa- 
raieias a las mm y pq> se obtiene un elemento —fig. 33 (6)— ais- 





y 








<■ 










\ ^^^^^ m ^ 


\ 1 






p 



(o) 




lado, y las fatigas que le solicitan son las de la figura. Se ve que 
las fatigas cortantes que actuan sobre las caras del elemento de 
direction pq producen un par dextrorso y, por tanto, de acuerdo 
con el convenio adoptado en la figura 31 (c) deben considerarse 
positivas. Las fatigas cortantes que obran sobre las otras dos 
caras seran, por el contrario, negativas, de acuerdo con lo esta- 
blecido en la figura 31 (d). 

El circulo de la figura 32, denominado tirculo de fatigas, se 
emplea, tal como hemos indicado, para determinar las compo- 
nentes a„ y t de la fatiga ligada a un piano pq, definido por el 
angulo 9, que su normal exterior forma con el eje x (fig. 28). 
Tambien puede resolverse el problema inverso; es decir, dadas 
las componentes ct„ y t, hallar la fatiga axial a x y el angulo 9. 
Se ve que el angulo que forma la cuerda OB y el eje x es igual 
a 9 (fig. 32). Conocido 9, puede trazarse el radio BG, que forma 
el dngulo 2cp con el eje 00, y de este modo obtener el centro C 
del oirouio. 
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Problemas 

1. Determinar a* y t analitica y graficamente si a a — 1.200 
kg./cm. 11 y <p = 30° 6 9 = 120°. Aislar para estos angulos un ele- 
ment*) como el de la figura 33 (6) e indicar con flechas el sentido de 
las fatigas que aetiian sobre el. 

2. Resolver el problema anterior suponiendo que en lugar de la 
fatiga de extensi6n <s x actua una compresora del mismo valor absolute 
En este oaso, el diametro del oirculo de la figura 32 caera del lado de 
las abscisas negatives. 

3. Sobre un piano pq, (fig. 28), aetiian una fatiga normal o« = 960 
kg./cm. s y una fatiga oortante x = 320 kg./cm. a . Hallar el angulo <p y 
la fatiga a^. 

Bespuesla: 

4. Sobre dos caras perpendiculares del elemento de la figura 33 (6) 
actuan las fatigas normales c n = 960 kg./cm. 1 y o„, = 480 kg./cm.* 
Hallar a x y t. 

Respuesltt : 

a x =- 1.440 kg./cm.*; t = ± 678,8 kg./cm. 1 

6. Hallar la fatiga cortante maxima en el problema 1. 
6. Determinar la posicion de las secciones para las que la fatiga 
normal es igual a la tangencial o cortante. 

11. Traeei6n o compresi6n en dos direeciones perpendicula- 
res.— Hay casos en los que el material esta sometido a la accion 
de extension o compresi6n en dos direeciones perpendiculares. 
Como ejemplo de fatigas combinadas vamos a encontrar las 
fatigas normales y cortantes en la pared cilindrica de una cal- 
dera sometida a la presi6n interna de p kg./cm. 21 . Represen- 
tando el diametro interno por d, y el espesor de la plancha 
por h (fig. 34), separaremos un elemento de pared definido por 
dos secciones longitudinales y dos transversales. Debido a la 
presion interna el cilindro se dilatara en las direeciones axial y 
transversal. La fatiga de extension a„, en sentido circunferen- 



1 En realidad, p presenta la diferencia entre la presion interna y 
la externa igual a la atmosferica. 
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cial, se detenrdnara del mismo modo que en el caso de un anillo 
circular (articUo 8): 



pd 



G "~2h 



(24) 



Para calcular la fatiga de extensi6n a t en direcci6n axial se 
supondra que la fuerza de extension que produce el alarga- 




(b) 



Fio. 34 



mfento del hervidero es igual a la fuerza que actua en dichos 
extreme, es deck, igual a 

'-.ft- 

El area de la seccion recta del hervidero es 1 

A = ndh; 

por tanto, 



P _ pd 



(25) 



Se ve que la fatiga en sentido circunferencial es doble que 
la fatiga en direction axial 2 . Para una seccion pq perpendicular 
al piano xy, defmida por el angulo 9 —fig. 34 (a)—, las formu- 
las (IT) y (18) del articulo anterior daran las componentes nor- 
mal y cortante de la fatiga ligada al piano pq y debida a la 
fatiga extensora a x , sua valores son 



a,,' .= a j, cos 2 cp, 



x' — a x sen 2cp . 
2 



(a) 



1 El espesor de la pared se supone pequefio comparado con el 
diametro. . . . . 

* La presion p que actua sobre la cara cilindrica interna del ele- 
mento se desprecia frente a los valores de o x y cs y . 
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Para calcular las componentes producidas en el mismo pia- 
no pq por la fatiga extensora a v , observaremos que el angulo en- 
lre a y y la normal n -fig. 34 (a)- es g - ? ) , medido a dere- 
chas. Por tanto, al utilizar las ecuaciones (17) y (18) es necesa- 
no substrtuir o t por a v , y 9 por - (= -9). Asi obtendremos 

0/ = a, sen 2 <p , T ' = — J a, sen 2<p . (6) 

Sumando las expresiones (a) y (6) se obtiene como resultado 

o„ = a x cos a 9 + <*„ sen* 9, (26) 

* = 1 i (o x - e„) sen 2<p. (27) 
2 

12 El elrculo de Mohr para fatigas combinadas.— Proce- 
diendo del modo empleado en el artleulo 10 pueden represen- 
tarse facilmente, mediante una circunferencia,, las formulae (-CJ 



F 0, 




Fig. 35 



v (27). Supongamos, como entonces, que abseisas y ordenadaa 
representan, a una cierta escala, las componentes normal y cor- 
tante de la fatiga; por consiguiente, los puntos A y B (fig. 35), 
de abseisas a x y o„, representan las fatigas Ugadas a las caraa 
del elemento de la figura 34 (a), perpendiculares a los ejes x e y, 
respectivamente. Para obtener las componentes de la fatiga liga- 
daaun piano oblicuo, definido por un angulo 9 —fig. 34 (a)—, 
basta construir una circunferencia con AB como diametro y 
trazar el radio CD, que forma un angulo ACD igual a 2<p, con- 
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tndo a partir del punto A, en sentido contrario al de las agujas 
del reloj. De la figura se deduce 

OE = 00 — CE = - (OA + OB) — - (OB — OA) cos 2 9 = 
2 2 

^ <** + g » — a » a x CQg 2_ __ 0x cos 2 <p _j_ cr^ sen 2 <p. 
2 2 

Ix) que indica que la abscisa OE del punto D de la circunferen- 
cia, medida a la escala adoptada, da la componente normal a„ 
de la fatiga (26). 

La ordenada del punto D es 

DE = CD sen 29 = ^^- x sen 2o. 

2 

Como en este caso esta ordenada es negativa, se deduce que 
la ordenada del punto D, tomada con el signo que la corres- 
ponda, nos da la componente cortante de la fatiga (27). 

Cuando el piano pq gira en sentido contrario al de las agujas 
del reloj, respecto a un eje perpendicular al piano xy —figu- 
ra 34 (a) — , el punto D correspondiente se mueve tambien en 
sentido contrario al de las agujas del reloj sobre el cfrculo de 
Mohr (fig. 35); de forma que para cada valor de 9 las componen- 
tes a n y t de la fatiga se obtienen como coordenadas del punto D. 

De esta representation grafica de las formulas (26) y (27) se 
deduce que la componente normal maxima del estado elastico 
es, en nuestro caso, <s v> y que la componente cortante maxima, 
representada por el radio CF de la circunferencia de la figu- 
ra 35, es 

W=^V^ (28) 
z 

3tt 

y acontece cuando sen 29 = — 1 y 9 = — . Igual valor para la 
fatiga cortante, pero con ei signo negativo, corresponde al piano, 
para el que 9 = - . 

Tomando dos pianos perpendiculares. definidos por los an- 
gulos 9 y ^ -f (p, que sus normaies n y n x forman con el eje x, 
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las fatigas ligadas a ellos son las coordenadaa de los nnntos D 
y D x de la figura 35, y geometricamente se deduce que 

°„ + «„, = + °v < 29 > 

T,=-T. (30) 

Esto indica que la suma de las eomponentes normales de las 
fatigas ligadas a dos pianos perpendiculares es constante al va- 
riar el angulo 9, y que las eomponentes cortantes son iguales, 
pero de signo opuesto. Una circunferencia analoga a la de la 
figura 35 puede construirse cuando una o las dos fatigas o, y a„ 

y 




Fig. 36 



son compresiones; basta para ello tomar las que lo sean en sen- 
tido negativo sobre el eje de abscisas. 

Si suponemos, por ejemplo, que las fatigas que actiian sobre 
el elemento son las indicadas en la figura 36 (a), la circunferencia 
correspondiente es la de la figura 36 (6). Las eomponentes de la 
fatiga ligada al piano pq, de normal n, vieneu dadas por las 
coordenadaa del punto D del diagrama. 

Problemas 

1. La caldera de la figura 34 tiene d = 2,5 m., h = 1.25 cm. Do- 
terminar a, y a„ si p = 8 kg. /cm. 2 Aislar un elemento por pianos a 30 
y 120° y representar los valores y direcciones de las eomponentes de 
las fatigas ligadas a las caras laterales de dicho elemento. 

2. Determinar las fatigas c», a„„ t y t„ si en la, figura 36 (a) o, = 800 
kg./cm.», o„ = — 400 kg./cm. 2 y 9 = 30°, 9, = 120°. 

Respuesta: 

c„ = 500kg./cm. a , o„, = — 100 kg./cm. 1 , t = T t = 520 kg./cm. 1 . 
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3. Determinar o„, o Bl , t y x t en el problema anterior, si el Angu- 
lo <p se escoge de modo que t sea maximo. 
Bespuesta: 

o n = a ni = 200 kg./cm. 2 , t = t, = 600 kg./cm. 1 . 

13. Fatigas principales.— En el artlculo anterior nemos visto 
que, para extension o compresion en dos direcciones perpen- 
diculares xey, una de las dos fatigas a x o o, es la fatiga normal 
maxima, y la otra la minima. Para cualquier piano inclinado, 
tal como el pq -figs. 34 (a) y 36 (a)—, el valor de la fatiga nor- 
mal o-„ queda entre dichos Hmites. 

Sobre los pianos inclinados actuan, ademas de las fatigas 
normales c n , fatigas cortantes t. Las fatigas a x y a v , de las cua* 




Fig. 37 

les una es la maxima y otra la minima fatiga normal, se deno- 
minan fatigas principales, y los dos pianos perpendiculares a los 
que estan ligadas se denominan pianos principales. Sobre estos 
pianos no actuan fatigas cortantes; en el ejemplo del articulo 
anterior (fig. 34) encontramos las fatigas principales a x y o„ por 
simples consideraciones, y en funcion de ellas calculamos las 
eomponentes normal y cortante de la fatiga ligada a un piano 
inchnado, tal como el pq -fig. 34 (a)-. En otros casos (vease 
pagina 118) es mas facil determinar las eomponentes normales y 
cortantes de las fatigas ligadas a dos pianos perpendiculares. El 
camino mas sencUlo para determinar en estos casos las fatigas 
principales es emplear el circulo de Mohr. Supongamos conod- 
das las fatigas que obran sobre un paralelepipedo rectangular 
elemental -fig. 37 (a)-. Las fatigas a x y a y no son las pnnci- 
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pales, puesto que no solamente actuan iatigas normales, sino 
tambien cortantes, sobre los pianos perpendiculares a los 
ejes x e y. 

Para construir el circulo de fatigas en este caso empleare- 
mos primeramente las componentes de las fatigas a x , a y y t, y 
obtendremos los puntos D y D x —fig. 37 (b)—. Puesto que estos 
dos puntos corresponden a dos pianos perpendiculares, la lon- 
gitud DDj sera un diametro del circulo de fatigas. La intersec- 
tion de este diametro con el eje x nos da el centro C del circulo, 
y, por tan to, puede este construirse. Los puntos de intersec- 
tion Ay B de la circunferencia con el eje x definen los valores 
de las fatigas normales maxima y minima que representai e- 
mos por <Tj y a 2 Mediante sencillas consideraeiones geometricas 
se deduce 

a, = OA = W + CD = ?2dp + ]/(^-f + < 31 > 

a 2 = OB — OC — CD = °+±^ - l/f-^hpf + ^ (32) 

De la figura se deducen tambien las direcciones correspon- 
dientes a las fatigas principales. Sabemos que el angulo DCA 
es el doble del que forman la fatiga <Tj y el eje x, y puesto que 
29 se mide de D a A, en el sentido de las agujas del reloj, la 
direction de sera la indicada en la figura 37 (a). Si aislamos el 
elemento rayado en la figura mediante pianos normales y para- 
lelos a CTp sobre estos pianos actuaran ahora unicamente fa- 
tigas normales de valor a x y o 2 . Para el calculo numeneo del 
angulo 9 se deduce de la figura 



Teniendo en cuenta que el signo del angulo 9 debe ser en 
este caso negativo, puesto que se mide desde el eje x en sentido 
de las agujas del reloj —fig. 37, (a)—, se deduce 
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La fatiga cortante maxima viene dada por el radio de la 
circunferencia y vale 

w=^p=y(^)% a (34) 

Las ecuaciones (31) a (34) resuelven por completo el pro- 
blema de la determination de las fatigas normales maxima y 
minima y de la fatiga cortante maxima, conocidas las compo- 
nentes normales y cortantes de las fatigas ligadas a dos pianos 
perpendiculares cualesquiera. 



Problemas 



1. Un elemento — fig. 37 (a) — esta sometido a la accion de las fa- 
tigas a x = 350 kg. /cm.*; a y = 210 kg./cm. 2 ; t = 70 kg. /em. 2 . Determi- 
nar las magnitudes y las direcciones de las fatigas principales a, y a. 2 . 

Solucidn: Mediante las ecuaciones (31) y (32) se obtiene 



ai 



350 + 210 



350 + 210 j/^ 



3>0^21_0J +702 =379kg/cm> 



350 — 210\ 2 



J + 70 s = 161 kg./cm.» 



y empleando (33), 

tg 2 9 = — 1; 



2 9 = — 45° 



•22- 



Las direcciones de los ejes principales estan indicadas en la figu- 
ra 37 (a). 

2. Determinar las direcciones de las fatigas principales en el problema 
anterior, suponiendo a x = — 350 kg./cm. 2 . 

Sohici&n: El circulo correspond iente 
se ve en la figura 38. El angulo 9 entre la 
normal exterior de la cara en la cual actiia 
la fatiga o x y la fatiga maxima princi- 
pal Oj se hallara del modo siguiente: 

tg29= + I ; 29= 14° 2'; <f 

medido en sentido contrario al 
agujas del reloj desde el eje x. 

3. Hallar el circulo de Mohr para el Fio. 38 
caso de dos fatigas principales deextension 

iguales o x = a„ = o o dos de compresidn iguales, a x = a y = — a. t = 0, 
J en ainbos cases. 

■f, Respuesta: En este caso los circuloa se transforman en dos puntos 
% sobre el eje de abscisas + o y — a, respectivamente. 
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4. Sobro las caras del elemeiito de la figura 39 (a) obran las fa- 
t lg as a, = - 40 kg./cm.', a, = 120 kg./cm.», t - 80 kg./cm. « Encon- 
trar, mediante el circuit) de fatigas, los valores de las fatigas norma- 
les y cortantea (a) para los pianos principals (6), para los pianos de 
fatiga cortante maxima. 

Soluoidn: El clrculo de fatigas correspondiente se ve en la iigu- 
ra 39 (6). Los puntos CyC, representan las fatigas que actuan sobre 



F 




Fia. 39 



las caras del elemento de la figuia 39 (a), perpendiculares a los ejes 
x e y; y OB y OA son las fatigas principals. Sus valores son a t : 
= 153 kg./cm.' y a, — — 73 kg./cm.', respectivamente. La direction de 

la fatiga de compresion maxima a 2 forma un angulo de 22 ^ con el 
eje x, medido este angulo desde el eje x y en sentido contrario al de 
las agujas del reloj, tal como indica la figura 39 Los puntos F y 
representan las fatigas que actuan sobre ioa pianos de maxima fa- 
tiga cortante. El valor de esta fatiga cortante es 113 kg./cm. a . OG 
representa la componente normal de la fatiga ligada al mismo piano y 
vale 40 kg./cm. a . 

5. Resolver el problema anterior si <s x = — 400 kg./cm. 51 , <* u => 240 
kg./cm. \ t = 80 kg./cm.". 

^ 14. Analisis de la deformacion en el easo de extension 
simple.— En el articulo 2.° se ha visto el alargamiento axial de 
una barra sometida a extensi6n. Experimentalmente se ha com- 
probado que el alargamiento axial viene acompafiado de una- 
contracci6n lateral de la barra y que la relacion 

contr acci6n lateral unitaria 

alargamiento axial unitario 

es constante para una barra dada entre los Hmites elasticos. 
Esta constante se representa por u, y se denomina relacion de; 



AnAtJSTS DE EATTGAS Y DTCTOTOVTACrOTTES 



49 



Poisson, en honor al matematico trances que determin6 esta 
relacion de modo analitico usando la teoria molecular como hi- 
r 6tesis de constitution de los materiales. Para materiales que 
tengan las mismas propiedades elasticas en todas direcciones, 

materiales isotropos, Poisson hall6 el valor |x = -g. Ensayos ex- 

perimentales han hecho ver que la contraction lateral en probe- 
tas metalicas 1 tiene un valor pr6ximo al calculado por Poisson. 
En el caso particular del acero puede tomarse u. = 0,3. Conocien- 
do la relacion b modulo de Poisson, de un material, el cambio 
de volumen de la barra extendida puede calcularse facilmente. 
La longitud de la barra aumenta en la relacion (1 + e) : 1. Las 
dimensiones laterales disminuyen en la relacion (1 — jxe) : 1, 
por lo que el area de la section recta disminuye en la relacion 

(1 [xe)2 : 1. Por tanto, el volumen de la barra cambia en la 

relaci6n (1 + e) (1 — (ie) 2 : 1, o sea (1 + e — 2 (is) : 1, al tener 
en cuenta el pequeno valor de s y despreciar sus potencias. De 
aqui se deduce que la dilataci6n cubica unitaria es e (1 — 2[x). 
Para materiales como la goma y parafina, el valor de (x esta pro- 
ximo a 0,50 y el volumen permanece aproximadamente constan- 
te durante la extensi6n. Si fx fuese mayor que 0,50, el volumen 
disminuiria al extender la barra. Hay materiales tales como el 

hormigon, en los que jx tiene un valor reducido |ji = i a y^j, 

y otros, como el corcho, en los que [x puede suponerse nulo. 

Todas estas conclusiones son aplicables con el adecuado cam- 
bio de signos al caso de compresion. El acortamiento longitu- 
dinal viene acompafiado de una dilatation transversal, para 
cuyo calculo puede usarse el mismo valor de u, que en el caso de 
extensi6n. 

Problemas 

1. Determinar el aumento unitario de volumen de una barra ex- 
tendida si a, = 448 kg./cm. 1 , [X = 0,30, E = 2 X 10* kg./cm. ». 
Solution: La dilatation cubica unitaria es 

. (1 - 2 ,x) = * (1 -2 n) - 2 -^oi f 1 - °' 6 > " 89 ' 6 X 10 "*- 



1 Estos materiales se oonaideran iaotrorxws (veas« Scptnda porta). 
iwrsrwwoix vm iatiuuis. — T. I 4 
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2. Determinar el aumento de volumen de una barra producido 
por una fuerza P que actiia en su extremo inferior y el peso propio de ) 
la barra (vease articulo 5.°, pag. 14). 

Respuesla: El aumento de volumen es 

Al(l — 2y.) (P yl\ 
E U 2/ 

15. Deformacidn en el easo de extension o eompresion en 
dos direceiones perpendiculares. — Si una barra cuya forma es un 
paraleleplpedo rectangular esta sometida a fuerzas de extension 
que actuan en dos direceiones perpendiculares x e y (fig. 34), el 
alargamiento en una de las direceiones depende no solamente 
de la fatiga en esa direccion, sino tambien de la fatiga existente 
en la direccion perpendicular. El alargamiento unitario en la 

direccion del eje x debido a la fatiga a z , sera ^. La fatiga a„ 

produce una contraction lateral unitaria en la direccion x, cuyo 

valor es a ^; por tanto, al actuar ambas fatigas a x y <s y simulta- 

neamente. el alargamiento unitario en la direoci6n x sera 

ei =^_„5 (35) 
E E 

Analogamente, para la direccion y se obtiene 

e (36) 

' E E 

En el caso particular de que las dos fatigas de extension sean 
'igualea a x = a y — a, se obtiene 

ex = e , = |(l- [ x, (37) 

De las ecuaciones (35) y (36) se pueden despejar las fati- 
gas a x y a y , en funcion de los alargamientos unitarios z x y s t , 
obteni6ndose 

(s x + tie,) (t y + V*.) E „ 
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Problemas 

1. Determinar el aumento de volumen del hervidero cilindrico de 
acero sometido a presion interior, de la figura 34, despreciando la de- 
formacion de los extremos y tomando a„ = 400 kg./cm. s . 

Solution: Usando las ecuaciones (35) y (36), 

400 .„ 200 340 ,_ . 

• 0,3 s— -=75 = s— ^ = 17 x 10-» 



2xl0« ' 2 x 10 6 2 x 10 6 
200 Q3 400 - 80 .4 x 10-' 




* 2 x 10« ' 2 x 10« 2 x 10» 
El volumen del hervidero aumenta en la relaci6n 

(1 + Ej,) 2 (1 + zx) : 1 = (1 + 2s„ + e,.) : 1 = 1.00038 : 1. 

2. Un cubo de hormigon esta comprimido en dos direceiones per- 
pendiculares por el dispositivo que indjea la figura 40. Determinar la 
disminueion de volumen del cubo si su 
lado es 10 cm. y la fatiga de eompresion 
se distribuye de modo uniforme sobre sus 
caras; (x = 0,1 y P = 10.000 kg. 

Solution: Despreciando el rozamien- 
to en los nudos y considerando el equi- 
librio de cada uno — fig. 40 (b) — se 
puede ver facilmonte que el cubo esta 
sometido a compresiones iguales en dos 

direceiones perpendiculares y que la fuerza de eompresion es igual a 
P y/2 = 14.000 kg. 

La detormacion correspondiente (ecuacion 37) es 

ioi xV" nji d-0,1) =-0,000453. 

En direccion perpendicular al piano de la figura el alargamiento 
unitario del cubo valdra 

*- - - °' 2 10« X 14 2,8X 10. " ^ 

La dilataci6n cubica unitaria del cubo sera 

s, + e 9 + Ej = - 2 X 0,000453 + 0,0001 = — 0,000806. 

v,' 3. Determinar el aumento de la superficie lateral del hervidero 

t: """siderado en el p»oblema I. 

§ ""tucidn. El increment*) unitario de area sera: 

* • 

f. e» + e„ => 21 X 10" 6 . 
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4. Determinar el alargamiento unitario en la direcei6n de una 
barra de aoero, si el estado de fatiga es el indicado en el problem* 1, 
pagina 47. 

Solucidn : 

e , = 1 (379 — 0,3 x 161) = 165,3 X 10-». 

16. Fatiga cortante pura.— Consideremos el caso particular 
de accion de una fatiga de extension a x y otra de compresion a 9 
de la misma magnitud —fig. 41 (a)—. El circulo de Mohx corres- 




Fig. 41 



pondiente es el de la figura 41 (b). El punto D de este efrculo 
representa las fatigas ligadas a las secciones ab y cd, cuya nor- 
mal esta inclinada 45° con el eje x, y el punto D, representa las 
fatigas para las secciones ad y be, perpendiculares a las prime- 
ras. Se ve en el circulo que las fatigas normales para cada una 
de estas secciones son nulas y que la fatiga cortante para esaft 
mismas secciones esta representada por el radio del circulo y eft 

t = a x = — a r (« 

De aqui se deduce que un elemento como el abed puede consi 
derarse aislado y estar en equilibrio bajo la accion de fatig . 
cortantes solamente —fig. 41 (a)—. Un estado de fatiga com 
este se denomina fatiga cortante pura. Si la section no es , 
inclinada a 45° con relaci6n al eje x, existiran en ella fatiga no . 
mal y fatiga cortante. La magnitud de estas fatigas puede ob " 
nerse utilizando el circulo de Mobr para este caso — fig. 41 ifi)- 1 
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Consideremop ahora la deformation del elemento abed. Al no 
existir fatigas normales a las caras del elemento, las longitudes 
ab ad, bcydc no cambiaran durante la deformacion; pero la dia- 
gonal vertical acortara y la diagonal horizontal db alargara, mien- 
tras que el cuadrado abed se transforma en el rombo indicado en 

la figura con llneas de trazos. El angulo en a, que era | antes 

de la deformacion, se hace mayor que |; por ejemplo, ^ + Y» 
y al mismo tiempo el angulo en b disminuye y se transforma 

en 1 _ y. El pequefio angulo y mide la distorsi6n del elemento 

2 

abed y se denomina deformacion angular unitaria. La existen- 
cia de esta deformacion puede verse tambien del modo siguiente. 
El elemento abed de la figura 41 (a) se gira 45° y queda en la po- 
sition indicada en la figura 42. Despues de la distorsion, produ- 
cida por la fatiga cortante, el mismo ele- 
mento toma la position representada por a 

las Jineas de trazos. La deformacion an- 

da, 

gular y sera igual al cociente — entre . . 

el deslizamiento aa x del lado ab con rela- 
tion al lado de y la distancia entre esos _^ 

dos lados. Debe subrayarse el hecho de 
que una aplicacion uniforme de fatigas ■ FlG - * 2 

cortantes en las caras de un bloque tal 

como indica la figura 42 es muy dificil de realizar. Los calculos 
practicos, en caso de fatiga cortante, de elementos como rema- 
ches y pernos, en los que se supone una distribution uniforme 
de la fatiga cortante en las secciones rectas, son solamente una 
grosera aproximacion. 

Para establecer relaciones entre la deformacion angular uni- 
taria y la fatiga cortante que actiia en los lados del elemento abed 
consideraremos el triangulo rectangulo Oab — fig. 41 (a) — . El 
alargamiento del lado Ob y el acortamiento del lado Oa de este 
triangulo durante la deformation se encontrara usando las ecua- 
ciones (35) y (36). Como en este caso 
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Be biene 



T (1 + [*) . e _ ^(U|>) 

Como 



mediante el triangulo rectangulo Oa^ se obtiene 

tg oa A = tg (-;+ 1) = H = T(1 + , } - <*> 

Para un angulo pequeno como y puede ponerse 



Sustituyendo en la ecuaoi6n (a), se obtiene 
y_ T(l + jx) 
2 E 

y usando la notacion 

— ^ = O, (39) 

2(1 + |t) 

resulta 

Y = ^. (40) 

1 G 

Se ve que la deformaci6n o distorsi6n angular es proporcio 
nal a la fatiga cortante e inversamente proporcional a la canti- 
dad 0, que depende de las propiedades elasticas del material y 
se llama modulo de elasticidad transversal o modulo de esfuerzo 
cortante. Puede calculate por la ecuacion (39), en cuanto se 
conozcan E y u.. Para el acero, 

G = — 2 X 106 = 0,77 X 10 6 kg./cm. 2 
2(1+0,3) 

El estado elastico de fatiga cortante pura se produce corrien- 
temente en la torsi6n de un tubo circular (fig. 43). Debido a la 
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pequena rotacion de un extremo del tubo respecto al otro, las 
generatrices trazadas sobre la superficie cilmdrica se inclinan 
respecto al eje del cilindro, y un elemento abed, formado por dos 
generatrices y dos secciones rectas adyacentes, experimenta una 
distorsion analoga a la expuesta en la figura 42. 
El problema de la torsion se vera mas adelante 
(capftulo IX) y mostraremos como puede deter- 
minate la fatiga cortante t y la distorsion y 
del elemento abed, si se miden o conocen el mo- 
menta torsor y el angulo de torsion correspon- 
diente. Encontrados t y y por el ensayo de 
torsion, puede calcularse el modulo 0 mediante 
su cociente. Con este valor de 0 y conocido E 
por un ensayo a traccion, se calcula facilmente 
el coeficiente de Poisson fx mediante la expresion (39). La de- 
termination directa de |x, midiendo la contraction lateral du- 
rante el ensayo a tracci6n, es mas dificil, puesto que.dada su 
pequeiiez se necesitan aparatos de gran precisi6n. 




Fig. 43 



Problemas 

1. El bloque abed de la figura 42 esta hecho de un material para 
el que E = 8 X 10 5 kg./cm. 8 y [X = 0,25. Hallar y y el alargamiento 
unitario de la diagonal bd si t = 800 kg./cm.*. 

2. Hallar en el problema anterior el corrimiento aa x de la cara 06 
respecto a la cd si la diagonal bd = 5 cm. 

3. Probar que el cambio de volumen del bloque abed de la figu- 
ra 42 es nulo si se consideran despreciables las potencias de orden su- 
perior al primero de las componentes de la deformaci6n s x y s„. 

V 17. Fatigas de trabajo por cortadura. — Sometiendo un 
material a fatiga cortante pura puede establecerse la rela- 
tion existente entre fatiga cortante y 

distorsion unitaria. Esta relation se da 

r—^^ usualmente en forma de diagrama (figu- 

r ra 44). Las abscisas representan las dis- 

I torsiones y las ordenadas las fatigas cor- 

| tantes. El diagrama es analogo al del en- 

o' __ sa y 0 a traccion y puede sefialarse en el 

Fio. 44 el limite de proporcionalidad A y el punto 
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de fluencia » B. Los ensayos muestran que paraun material como 
el acero corriente el punto de fluencia por cortadura t„ vale de 
0 55 a 0 60 de a„. Puesto que en el punto de fluencia se presenta 
una distorsi6n considerable, sin incremento de la fatiga cortante, 
es logico tomar como fatiga cortante de trabajo solamente una 
fraction de la fatiga cortante de fluencia, de modo que 



n 



(41) 



donde n es el coeficiente de seguridad. Tomando este coeficiente 
del misino orden que en el caso de extension o coinpresion, se 
tiene 

X( = 0,55 a 0,60 <s t 

lo que indica que la fatiga de trabajo por cortadura debera ser. 
mucho menor que la fatiga de trabajo a extension. 

Se comprende faoilmente que en las aplicaciones practicas 
no se encuentre la distribucion uniforme de fatiga cortante su- 
puesta para el bloque de la figura 42. Mas adelante veremos que 




la fatiga cortante pura se presenta no solamente en la torsi6n 
sino tambien en la flexion de vigas. Sin embargo, muchos casos 
practicos se resuelven suponiendo la distribucion uniforme de 
fatigas, aunque solamente sea una grosera aproximacion. Sea, 
por ejemplo, el caso del empalme de la figura 45. Es evidente que 
si el diametro del perno ab no es suficiente el empalme puede 
fallar, debido a cortadura por las secciones mn y m x ii x . Un es- 



i Para obtener un punto de fluencia bien marcado se emplean 
probe tas tubulares en los ensayos a torsion. 
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tudio a fondo del problema muestra que las fatigas cortantes 
n0 se distribuyen de modo uniforme sobre dichas secciones y 
que el perno experimenta no solo cortadura, sino tambi6n fle- 
xi6n bajo la accion de las fuerzas extensoras P. De modo gro- 
B ero el diametro suficiente para el perno se obtiene suponiendo 
en dichos pianos mn y m^n x una distribucion uniforme de fati- 
gas cortantes t, cuyo valor se obtiene dividiendo la fuerza P 
por la suma de las areas de dichas secciones mn y m^j. Por con- 

siguiente, 
& _ 2P 

y el diametro necesario para el perno se obtiene de la ecuacion 

2P 



(42) 



Otro caso simple de aplicaci6n de este m^todo elemental es 
el de problemas de cortadura 'en juntas roblonadas (fi^. Ati). 



O i O 



Fig. 46 



Como las cabezas de los roblones se forman a altas temperatu- 
ras, los roblones producen al enfriarse una gran compresion 
sobre las planchas l . Al aplicar las fuerzas extensoras P, el mo- 

. vimiento relativo entre las planchas esta impedido por el roza- 
miento debido a la presi6n anteriormente indicada entre plan- 
chas. Solamente despu6s de vencido este rozamiento empiezan 
a trabajar por cortadura los roblones, y si »u diametro no es 

}, suficiente, puede presentarse una rotura por cortadura a lo lar- 

V 1 Expcrimentalmente se ha visto que las fatigas de extension cn 
j los roblones son del ordpn de la fatiga de fluencia del material con que 
$>st4a hcchos. Vetwso C. Buch, Zeilschr. d. Ver. Deutsch. Ing. 1912. 



58 



EESISTBNCIA DE MATERIALES 



go de los pianos mm y m-ph v Se ve, por consiguiente, que el estu- 
dio minucioso del problema de las juntas roblonadas es muy 
complicado. El problema se resuelve corrientemente de un modo 
grosero despreciando el rozamiento y suponiendo que las fati- 
gas cortantes se distribuyen uniformemente a lo largo de las 
secciones mn y m^n, v Se obtiene, por consiguiente, el diametro 
suficiente de los roblones utilizando la misma ecuacion (42) del 
ejemplo anterior. 

Problemas 

1. Determinar el diametro del perno del empalme de la figura 45 
: si P = 5.000 kg. y T t = 480 kg./cm. a . 

2. Hallar la longitud de seguridad 21 del enlace de las dos piezaa 
de madera delafigura 47 sometido a extension, si P = 5.000 kg., x, = 8 



p 


m 










— i — / — 




Fig. 47 



kg. /cm. 1 para tortadura paralala a las fibras y 6 = 25 cm. Determi- 
nar la altura apropiada del retallo ron, si el llmite de seguridad para 
las fatigas de compresion local a lo largo de las fibras de la madera 
es 64 kg./cm.*. 

3. Hallar el diametro de los roblones de la figura 46 si r t = 640 
kg./cm." y P = 4.000 kg. 

iOOOKq. 




Fig. 48 Fig. 49 



4. Determinar las dimensiones I y 8 en el enlace de dos barras 
rectangulares por planchas de acero (fig. 48), si las fuerzas, las dimen* 
siones y las fatigas de trabajo son las mismas que en el problema 2. 

5. Determinar la distanoia a necesaria en la estructura de la figu- 
ra 49 si la fatiga cortante de trabajo es la misma que en el proble- 
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ma 2 y las dimensiones de las secciones rectas de todas las barras 
son 10 X 20 cm. Se desprecia el efecto del rozamiento. 

18. Tracci6n o compresidn en tres direcciones perpendicu- 
lares. — Si una barra de forma de paralelepipedo rectangular 
esta sometida a la acci6n de fuerzas 
P x , P y y P e (fig. 50), las tensiones norma- f» 
lesa los ejes x, y y z son, respectivamente, 



a: 



Fig. 50 



Se supone a x > a y > a z . 

Combinando los efectos de las fuerzas 
P x , P y y P t , se deduce que sobre una secci6n cnyo piano pase 
por el eje z solamente producen fatigas las fuerzas P x y P , y 
fcambien que estas fatigas pueden calcularse por las ecuaciones 
(26) y (27) y representarse graficamente usando el clrculo de Mohr. 
En la figura 51 el cfrculo de diametro A B representa estas fatigas. 
De la misma manera, las fatigas ligadas a una secci6n que pase 
por el eje a; pueden representarse por el clrculo cuyo diametro es 

BC. El cfrculo de diametro AO 
representa las fatigas afectas a 
secciones producidas a traves 
del eje y. Los tres circulos de 
Mohr representan las fatigas 
para las tres series de secciones 
a traves de los ejes x,yyz. Para 
otra seccion inclinada respecto 
a los ejes x,yyz, las componen- 
tes normal y cortante de la fa- 
tiga son las coordenadas de un 
punto situado en el area rayada de la figura 51 1 . Sentado esto, 
se deduce que el maximo esfuerzo cortante estara representado 
por el radio del mayor de los tres circulos y vendra dado por la 
ecuacion 

_ Q~z 0*3 




Fig. 51 



La demostracion de esta propiedad puede verse en el libro de 
toppl, Technische Mechanick, vol. V, pag. 18, 1918. Vease tambien 
■a-. M. Westergaard, Z, augew. Math. Mech., vol. IV, pag. 520, 1924. 
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Tiene lugar para la seccion que pasando por el eje de las y 
biseca el angulo de los ejes x y z. 

Las ecuaciones para el calculo de las deformaciones unitarian ' 
en las direcciones de los ejes pueden obtenerse combinando los 
efectos de P x , P v y P z del mismo modo que se ha hecho para el 
caso de traction o compresion en dos direcciones perpendicula- 
res (vease artlculo 15). De esta manera se obtiene 

El voluraen de la barra aumenta en la relaci6n 
(1 + e r ), (1 + e„), (1 -f «,) : 1, 
o despreciando cantidades de orden superior 

(1 + t. + c y + c.) : 1, 
de donde la dilatacion cubica unitaria es 

A = e x -f z y + ( 44 ) 

La relation entre la dilatacion cubica unitaria y las fatiga^ 
que actuan en las caras de la barra puede obtenerse sumando; 
las ecuaciones (43). 

De este modo se obtiene ■}.. 

A = t e + e, + e f = ^ = j^(<fc + «T» + <0- C 45 

iuTi el caso particular de presion hidrostatica uniforme se tien 

<s x = °z = °"« = — V' 
Las ecuaciones (43) dan 
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y la eouacion (44), 



Usando la notation 



3(1—2 fx) 



E 



E 



3(1 — 2 jx) 



= K 



se obtiene 



A= — 



P 



(47) 



(48) 



(49) 



La dilataci6n cubica es proporcional a la fatiga de compre- 
si6n v e inversamente proporcional a la cantidad K, a la cual 
se conoce con el nombre de modulo de elasticidad de volumen 
o modulo volumetrico. 



Problemas 

1. Determinar la disminuci6n de volumen de una esfera maciza 
de acero de 25 cm. de diametro sometida a una pre- 
Bi6n hidrostatica p = 700 kg. /cm. 4 

Solucidn: De la ecuaci6n (40), 



A = 



K 



700 X 3(1 — 2 x 0.3) 



2 x 10» 

La disminuci6n de volumen es, por tanto, 
3,43 cm. 8 



10* 



4,2 Kd 3 
10* X 6 




Fig. 52 



2. En la figura 52 un cilindro de goma A esta 
comprimido Sentro de un cilindro de acero B por 
una fuerza P. Determinar la presi6n entre la goma 
y el acero si P = 500 kg.; d = 5 cm., el m6dulo de 
Poisson para la goma jjt. = 0,45. Se desprecia el ro- 
zamiento entre la goma y el acero. 

Solution: Sea p la fatiga de compresi6n en cualquier seccion nor- 
mal al eje del cilindro y q la presion entre la goma y la superficie inter- 
na del cilindro de acero. Fatigas de compresion del mismo valor q 
aituaran entre las superficies laterales de las fibras longitudinales 
del cilindro de goma, del que hemos aislado un elemento de forma de 
paralelepipedo rectangular con caras paralelas al eje del cilindro (vease 
figura 52). Este elemento esta en equilibrio bajo la acciin de la fatiga 
de compresion axial p y las f*tigas q. Suponiendo que el cilindro de 
acero es absolutamente rigido, el alargamiento interne de la goma 
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en las dirocciones x e 3/ debera ser nulo, y por las ecuaciones (43) se 
obtiene 



o =!-|( P +*) 



de donde 



9 = 



0,45 500 x 4 



-V- 



l_-0,45 tc x 5 2 



= 20,8 kg./cm.' 



3 Una columna de hormigon esta encofrada en un tubo de acero 
(figura 53). Determine la presion entre el acero y el hormigon y la fa- 
tiga de extension transversal en el tubo, suponiendo que no hay ro- 
zamiento entre hormigon y acero y que todas las dimen- 
sions y la fatiga de compresion en la columna de hormi- 
gon son conocidas (fig. 53). 

Solution: Sean p y q las fatigas longitudinal y lateral 
de compresion, respectivamente; d el diametro interior del 
tubo de acero, h su espesor, E a el modulo de .last.cidad 
del acero, E h y H los modules de elasticidad y de Po 18 son 
del hormigon. El alargamiento unitario del hormigon 
en una direccion lateral, teniendo en cuenta la ecua- 
cion (43), sera, 



ill- 

m 



Fig. 53 



2- + p(P + <n- 



(a) 



Este alargamiento sera igual al alargamiento circunferencial uni- 
tario del tubo de acero (vease ocuaci6n 13). 

qd 



* ~ 2hE a ' 

Con las ecuaciones (<z) y (6) se obtiene 
qd _ _ q , V* 



2hE a 



de dondd 



2hE a ^ 

La fatiga lateral de extension en el tubo se calculara ahora por la 

ecuacion , 

qd 

4. Determinar la fatiga cortante maxima en la colurnna^ de 
hormigon del problema anterior, suponiendo que p = 70 kg./cm. , 

^ = 0,10; ^ = 7,5. 



Solution : 



2V 1,95. 



33'2 kg./cm. s 



CAPITULO III 



FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECT0R 



19. Tipos de vigas. — En este capitulo vamos a analizar los 
tipos sencillos de vigas que muestra la figura 54. La figura 54 (a) 
representa una viga con los extremos apoyados. Los puntos de 
apoyo A y B estan articulados y, por tanto, los extremos de la 
viga pueden girar libremente durante la flexion. Se supone tam- 
bi6n que uno de ellosesta montado sobre rodillos ypuede mover- 
se libremente en direccion hori- 
zontal. La figura 54 (b) representa 
un voladizo o mensula. El extre- 
mo A de esta viga esta empotrado 
en la pared y no puede girar du- 
rante la flexion, mientras que el 
extremo B esta completamente 
fibre. La figura 54 (c) representa 
una viga apoyada con voladizo. 
Esta viga tiene el apoyo A en for- 
ma de articulation fija y el C es 
una articulacion movil. 

Los tres casos representan vi- 
gas estaticamente determinadas, puesto que las reacciones en los 
apoyos correspondientes a cualquier caso de carga pueden deter- 
rainarse por las ecuaciones de la estatica. Sea, por ejemplo, la 
viga apoyada solicitada por una carga vertical P —fig. 54 (a)—. 
La reaction R 2 en B debe ser vertical, puesto que este apoyo 
puede moverse libremente de modo horizontal. De la ecuacion 
de la estatica, SI=0, se deduce que la reaccidn B 1 es tambien 
.Vertical. Los valores de B 1 y B 2 se determinan por las ecuacio- 
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nes de momentos. Igualando a cero la suma de los momentos de; 
todas las fuerzas respecto al punto B, se obtiene 

BJ — P& = 0 

de donde 

Pb 



I 



De modo analogo, tomando momentos respecto al punto A 
sa obtiene 

Pa 

i? 2 — -— • 

Las reacciones en el caso de una viga apoyada con voladi 
zos -fig. 54 (c)- - se calculan de iguai modo. 

En el caso de una mensula —fig. 54 (6)- la carga P se equili 
bra por los elements de reaccion que actuan en el extremo em 
potrado. De las ecuaciones de la estatica EX = OySY = 0, a* 
deduce que la resultante de las fuerzas de reaccion debe ser ven 
tical e igual a P. De la ecuacion de momentos HM = 0 se sigu$ 
que el momento M 1 de las fuerzas de reacci6n respecto a 4 
debe ser igual a Pa y actuar, tal como indica la figura, en sen 
tido contrario al de las agujas del reloj. . 

Las reacciones producidas por otro tipo de cargas sobre la 
tipos anteriores de vigas pueden calcularse por procedimient 
analogo. 

Debe significarse que solamente en el caso de vigas de gra* 
luz, tales como las que se emplean en puentes, se adoptan dia 

posiciones especiales que perm* 
tan la fibre rotacion de los e* 

1 tremos y el fibre desplazamient 

7 J * ■ %W dol apoyo movil. En los casq 



L 



corrientes, de luces pequefia| 
FlG 55 las condiciones de los apoyos 

las representadas en la figura 51 
Durante la flexion de vigas tales, las fuerzas de rozamiento ento 
las superficies de apoyo y la viga se oponen a la rotacion y mi 
vimiento horizontal de los extremos de la viga. Estas fuerzl 
pueden tener importancia practica en el caso de vigas poco rig 
das y en el de pletinas (vease pag. 171); pero para una viga rig 
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da cuya deformaci6n es muy pequena comparada con su luz I, 
ostas fuerzas pueden despreciarse y calcular las reacciones como 
en la viga simplemente apoyada — fig. 54 (a). 

20. Momento flector y fuerza cortante. — Consideremos aho- 
ra una viga simplemente apoyada sobre la que actuan fuerzas 
verticales P lt P 2 y P 3 — fig- 56 (a) — . Supondremos que la viga 
tiene un piano axial de simetrfa y que las cargas actuan en este 



If, 




|4 




■ X 





(b) 



(c) 



Fig. 56 



piano. Por esto, y debido a la simetrfa, deducimos que la flexi6n 
acontece tambi^n en este piano. En la mayoria de los casos prac- 
,ticos se cumple esta condicion de simetrla, puesto que las seccio- 
nes mas usuales, circular, rectangular, I o T, lo son. El caso 
general, de seccion asim£trica, se anafizara mas adelante (vease. 
pagina 89). 

Para investigar las fatigas producidas en una viga durante! 
la flexion, se procede de modo analogo a lo realizado en el caso 
de una barra sometida a extension (fig. 1). Supongamos que la 
viga A B se divide en dos trozos por una seccion recta mn situa- 
da a la distancia x del apoyo izquierdo A ■ — fig. 56 (a) — y que se 
prescinde del trozo situado a la derecha de la secci6n. Para ana- 
lizar el equilibrio del trozo de la viga que conservamos — figu- 
ra 56 (6) — , debemos considerar no solamente las fuerzas exter- 
nas tales como las cargas P v P 2 y la reaccion R v sino tambien 
las fuerzas internas distribufdas sobre la seccion mn y- que re- 
presentan la accion del trozo de la viga a la derecha de la sec- 

Ejssistshoia de matekiales. — T. 1 5 
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ci6n sobre el trozo de la izquierda. Estas fuerzas internas deben 
ser tales que equilibren a las fuerzas exteriores anteriormente 
mencionadas P v P 2 y B v 

Todas estas fuerzas exteriores, por las condiciones de la esta- 
tica, pueden sustituirse por una fuerza vertical V que obra en el 
piano de la seccion mn y por el par M . El valor de la fuerza es 
V = B,—P 1 - 7 P t , («) 

y el valor del par es 

M = R 1 x— P 1 (x — «i)— P 2 (x — c 2 ). V>) 
La fuerza V es igual a la suma algebrica de las fuerzas ex- 
ternas situadas a la izquierda de la seccion mn y se denomina 
fuerza cortante en la secci6n recta mn. El par M es igual a la 
suma algebrica de los momentos de las fuerzas exteriores si- 
tuadas a la izquierda de la secci6n mn con relacion al c. de g. de 
esta secci6n y se denomina momento fleeter en la secci6n rec- 
ta mn —fig. 56 (c)— . Las fatigas distribuidas sobre la seccion mn 
y que representan la acci6n del trozo derecho de la viga sobre 1 
la porci6n izquierda, deben, por tanto, equilibrar el momento \ 
flector M y la fuerza cortante V. 

Si sobre la viga actua una carga distribuida en lugar de va- • 
rias concentradas, se puede utilizar el mismo razonamiento. 
Sea, por ejemplo, la viga de la figura 57 (a) cargada de modo 

uniforme. Representando la> 

/? ( L- x yn \*, intensidad de la carga o carga 

flilMllllllllllll illllllli * por unidad de longitud por q, 

las reacciones seran 
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an 



R x = J? 2 — — • 



0j Para investigar la distri- 

FlQ 57 bucion de fatigas sobre una 

seccion mn, consideraremos 
nuevamente el equilibrio del trozo izquierdo de la viga —figu- 
ra 57 (6)—. Las fuerzas exteriores que actuan sobre esa porci6nC 
de la viga son la reacci6n R t y la carga uniformemente distri- 
buida a lo largo de la longitud x. Esta ultima carga tiene 
resultante igual a qx. La suma algebrica de todas las fuerzas 4 
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,„ izqu ierda de la seccion mn es, por consiguiente, R,—qx. La 
J al g 6brica de los momentos de todas las fuerzas situadas 
a la izquierda de la seccion mn con relacion a su c de g. se ob- 
tiene restando del momento R,x de la reaecion el momento de 
la resultante de la carga distribuida. , 
El momento de la carga distribuida es evidentemente igual a, 

x qx 2 
qx X - — — • 
* 2 2 

Por consiguiente, la suma algebrica de los momentos sera:, 

Todas las fuerzas que obran sobre el trozo izquierdo de la 
viga pueden reemplazarse por una fuerza que obra en el piano, 
de la secci6n mn igual a 

unida a un par igual a 

<!_*>. W 

Las expresiones (c) y (d) representan, respectivamente la 
fuerza cortante y el momento flector en la seccion mr>. En los 
ejemplos anteriores hemos considerado el equilibrio del trozo 
de la viga situado a la izquierda de la seccion corunderada. Si en 
lugar del trozo izquierdo se conserva el derecho, la suma alge- 
brica de las fuerzas a la derecha de la seccion y la suma alge- 
brica de los momentos de estas fuerzas tendran los mismos va- 
lores V y M que anteriormente, pero seran de sentido opuesto. 
Esto es debido a que las cargas que obran sobre una viga junto 
con las reacciones R, y R, representan un sistema de fuerzas en 
equilibrio y, por tanto, su suma algebrica y la de sus momentos 
con relacion a cualquier punto de su piano debe ser nula. Por 
consiguiente, el momento de las fuerzas que actuan sobre el 
trozo izquierdo de la viga con relacion al c. de g. de la seccion 
recta mn debe ser igual y opuesto al momento con relaci6n a! 
mismo punto de las fuerzas que obran sobre el trozo de la viga 
eituado a la derecha de la seccion. Tambien la suma algebrica 
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de las fuerzas que actiian sobre el trozo izquierdo debe ser igual 
y opuesta a la suma algebrica de las fuerzas que actuan sobre 
el trozo derecbo. 

En lo que sigue, el momento Sector y la fuerza cortante en 
una seccion recta ran se tomaran positivos si considerando el tro-, 

m, m f71, 



rc 



cou 
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zo de viga a la izquierda de la seccion las direcciones obtenidaa 1 , 
son las de la figura 57 (c) . Para materializar esta regla del signo 
del momento Sector, aislemos un elemento de la viga por dos 
secciones adyacentes ran, m-jo x (fig. 58). Si el momento flector 
en estas secciones es positivo, las fuerzas a la izquierda de la 
secci6n ran dan un momento en el sentido de las agujas del re- 
loj y las fuerzas a la derecha de la secci6n w^n-, un momento 
en sentido contrario al de las agujas del reloj, tal como indica 
la figura 58 (a). Por este sentido de los momentos, al flexarse la 

viga, resulta convexa por debajo. 
Si los momentos flectores en las sec- 
) ciones ran y ra 1 n 1 son negativos, la 
j convexidad se produce bacia arri- 
ba, tal como indica la figura 58 (6). 
Por consiguiente, en aquellos trozos 
de una viga para los que el momen- 
to flector es positivo, la elastica o 
curva de flexion es convexa hacia 
abajo, mientras que en los trozos donde el momento flector es 
negativo dicha elastica es convexa hacia arriba. 

La regla de los signos para fuerzas cortantes se materializa 
en la figura 59. 

21. Relacidn entre el momento flector y la fuerza cortante.— 
Consideremos un elemento de una viga separado por dos seo- 
ciones adyacentes mn y ra^ separadas una distanoia dx (figu« 



(-) 



Fig. 59 
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ra 60). Suponiendo positivos el momento flector y la fuerza cor- 
tante en la seccion ran, la accion del trozo izquierdo de la viga 
sobre el elemento esta representado por la fuerza V y el par M , 
tal como indica la figura 60 (a). Del mismo modo, suponiendo 
la seccion ra^j son tambien positivos el momento flec- 



que 



en 






\P (b) 

v I m. 


( m( „ 


— dx- 




n n, 

CcJ 
Fig. 60 



tor y la fuerza cortante, la accion del trozo derecho de la viga 
sobre el elemento esta representado por el par y la fuerza indi- 
cados. Si no actuan fuerzas sobre la viga entre las secciones 
mn y — fig. 60 {a) — , las fuerzas cortantes en las dos seo- 
ciones son iguales 1 . 

Examinando los momentos flectores, se ve que para el equi- 
librio del elemento es preciso que los momentos flectores no sean 
iguales y que el incremento dM del momento flector iguale al 
par que representan las dos fuerzas opuesta3 V; es deck, 

dM =r Ydx 

y 



dx 



(50) 



Por consiguiente, para trozos de una viga entre cargas la 
fuerza cortante es la derivada del momento flector respecto de x. 

Consideremos ahora el caso en que una carga distribufda de 
intensidad q actua entre las secciones ran y m x n x — fig. 60 (6). 



1 El peso del elemento do la viga se desprecia en este analisis. 
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La carga total que actua sobre el elemento es qdx. Si con- 
sideramos positiva q cuando la carga actua hacia abajo, del 
equilibrio del elemento se deduce que la fuerza cortante en la 
secci6n m x n x difiere de la existente en mn en la cantidad 

dV = — qdx, 

de donde se deduce que 

(51) 

dx 

Por consiguiente, la derivada de la fuerza cortante respecto 
aa! es igual a la intensidad de la carga con signo negative 

Tomando el momento de todas las fuerzas que actiian sobre 
el elemento se obtiene 

dx 

dM = Vdx—qdx X — • 

2 

Despreciando el segundo termino del segundo miembro, por 
ser una cantidad de segundo orden, se obtiene de nuevo la eeua- 
cion (50) y se deduce que tambten en el caso de carga distribuida 
la fuerza cortante es la derivada del momento fleeter respecto a x. 

Si entre las secciones adyacentes mn y m x n x actua una carga 
concentrada P —fig. 60 (c)— , se presentara un salto brusco en 
el valor de la fuerza cortante. Sea V la fuerza cortante en la sec- 
cion mn y V x la correspondiente a la seccion m x n v 

Del equilibrio del elemento mm x n x n, se deduce 

V t = V — P. 

Por consiguiente, el valor de la fuerza cortante varia en la 
cantidad P al pasar por el punto de aplicacion de la carga. 
De la ecuacion (50) se deduce que en el punto de aplicacion de 
una carga concentrada se presenta un salto brusco en el valor 

de la derivada -, 

dM 

dx 

22. Diagramas del momento flector y de la fuerza cor- 
tante.— En el articulo anterior se ha visto que las fatigas que, 
actiian sobre una seccion mn de una viga equilibran el moment*, 
flector if y la fuerza cortante V correspondientes a dicha seo- 
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ci6n Por tanto, de estos valores dependen los de las fatigas. 
Para simplincar el estudio de las fatigas en una viga es conve- 
nieute representor de modo grafico la variacion del momento 
flector y de la fuerza cortante a lo largo del eje de la viga. *m 
esta representacion las abscisas indican la posicion de la seccion 
V las ordenadas los valores del momento flector y de la fuerza 
cortante, respectivamente, que actuan sobre la seccion, toman- 




dose los valores positivos sobre el eje horizontal y los ne-ativos 
por debajo. Estas representaciones graficas se denominan dia- 
gramas del momento flector y de la fuerza cortante, respectiva- 
mente. Consideremos, por ejemplo, una viga simplemente apo- 
yada solicitada por una carga aislada P (fig. 61) ». Las reaccio- 
nes en este caso son 



Pa 



-B 9 = — 



Pb 

" 1 J ~" I 
Tomando una seccion mn a la izquierda de P, se deduce 
que para ella 



Pb 
I 



M = — x. 
I 



(a) 



1 Por senoillez se omiten los rodillos on los apoyos m6viles de 
''Sta figura y siguientes. 
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La fuerza cortante y el momento fleeter tienen el mismo 
sentido que los de las figuras 58 (a) y 59 (a) y son, por consi- 
guiente, positives. Se ve que la fuerza cortante permanece cons- 
tante a lo largo del trozo de viga situado a la izquierda de la 
carga y que el momento fleeter varia proporcionalmente a x. 
Para x = 0, el momento es nulo, y para x = a, es decir, para la 

1 Pab T 

8 ecci6n de aplicacion de la carga, el momento vale Los 
trozos correspondientes de los diagramas de fuerza cortante y 
momento fleeter se ven en las figuras 61 (b) y 61 (c) respectiva- 
mente, y son las lineas ac y a A . Para una seccidn situada a la 

derecha de la carga. se tiene ] 

v P*> p *± y M = —x-P(x-a), (b) 

I I 1 h 

donde x es siempre la distanoia al extremo izquierdo de la viga. \ 
La fuerza cortante para este trozo de la viga permanece cons- ; 
tante y negativa. En la figura 61 (b) esta fuerza esta representa- : 
da por la linea c'b paralela al eje x. El momento fleeter es una 

Pa6 _ | 

funcion lineal de x que para x = a vale -p y que para x - ^ 

es nula. Es siempre positive y su variacion a lo largo de la parte ; 
de viga a la derecha de la carga esta representada por la lmea 
recta \b v Las lineas quebradas acc'b ya^ de las figuras 61 ( b) ; 
y 61 (c) representan, respectivamente, los diagramas de fuerza 
cortante y momento fleeter para toda la longitud de la viga. 
En el punto de aplicacion de la carga P se presenta un salto 

brusco en el valor de la fuerza cortante desde el positivo -j- al . 
negative - jyun cambio brusco en el coeficiente angular de. 

la tangente al diagrama del momento fleeter. 

Al deducir las expresiones (6) para la fuerza cortante y el 
momento flector, se ha considerado el trozo izquierdo de la viga. 
sobre el que actuan dos fuerzas R 1 y P- Mas seneillo es en este 
easO conSderar el trozo de la viga a la derecha de la seoc,6a 
sobre el que actua unicamente la reaccion j. Siguiendo es 
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procedimiento y utilizando la regla de los signos indicada en las 
figuras 58 y 59, se ob tiene 

y M = ^{l-x). (c) 

Las expresiones (6) anteriormente obtenidas pueden tam- 
bi6n ])onerse en esta forma, si se observa que a — I — b. 

Es interesante notar que el diagrama de fuerza cortante se 
compone de dos rectangulos cuyas areas son iguales. 

Teniendo en cuenta el signo opuesto de dichas areas, se de- 
duce que el area total del diagrama de fuerza cortante es nula. 
Este resuitado no es casual. Integrando (50), sale 

J dM = J Vdx, (d) 

donde los limites A y B indican que la integracion se toma a 
lo largo de la longitud de la viga, desde el extremo A al extre- 
mo B. El segundo miembro de (d) representa el area total del 
diagrama de fuerza cortante. El primer miembro de la misma 
ecuacion da, despu^s de integrar, la diferencia M B — M A de los 
momentos flectores en los extremos B y A. En el caso de una 
viga simplemente apoyada, los momentos en los extremos son 
nulos y, por tanto, tambien el area total del diagrama de fuerza 
cortante. Si sobre la viga actuan varias cargas (fig. 62), se di- 
vide en varios trozos y las expresiones de V y M deben esta- 
blecerse para cada uno de ellos. Midiendo x desde el extremo 
izquierdo de la viga y tomando x<a } , se obtiene para el pri- 
mer trozo de la viga 

F = -ffj y M = R,x. (e) 

Para el segundo trozo de la viga, es decir, para a, < x < a 2 , 
se obtiene 

V = R x — P 1 J M = R t x — P^x — a,). (/) 

Para el tercer trozo de la viga, es decir, para a 2 < x < a 3 , 
es mas seneillo considerar el trozo de la derecha que el de la 
izquierda. De este modo, sale 

K = -(^-P 8 ) y M = R z (l —x)- P 3 (l -x-b 3 ). (g) 
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Finalmente, para el ultimo trozo de la viga se tiene 



J? 9 



M --- R s (l—x). 



Por las expresiones (e) a (h) se ve que en cada trozo de la; 
viga la fuerza cortante tiene la forma indicada en la figura 62 (6).f 
El momento Sector en cada trozo de la viga es una funci6n. 
lineal de x y y por ello el diagrania correspondiente esta foimado 
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por lfneas rectas inclinadas. Para el trazado de estas hneas se 
ve que (e) y (h), para los extremos x = 0 y x = I, dan valorem 
nulos. Los momentos en los puntos de aplicacion de las cargas 
se obtienen substituyendo en las expresiones (e), (/) y (h), x = a v 
x = a 2 y x — a 3 , respectivamente. De este modo se obtienen; 
para dichos momentos los valores 

R 2 b 3 . ■;" 



M == E t a v 



M = i?ja 2 ■ 



Mediante estos valores puede trazarse facilmente el diagram 
de momentos flectores — fig. 62 (c). J 
En las aplicaciones es importante encontrar las seccion ^ 
para las que el momento Sector toma su valor maximo o mi 
nimo. En el caso considerado (fig. 62), el momento flector maxi: 
nio acontece bajo la carga P 8 . A esta carga corresponds en 
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diagrama de momento flector el punto d t , en el que la indina- 
cion del diagrama cambia de signo. Segun la ecuacion (50), esta 
inclinaci6n es igual a la fuerza cortante. Por consiguiente, el 
momento flector toma sus valores minimos o maximos en las 
secciones para los que la fuerza cortante cambia de signo. Si, 
moviendonos a lo lare;o del eje x, la fuerza cortante cambia de un 




* ft 



Fig. 63 



valor positivo a otro negativo como en la secci"6n de aplicaci6n 
de la carga P 2 (fig. 62), la pendiente en el diagrama de momento 
flector cambia tambi6n de positiva a negativa. De aqui se de-, 
duce que en esta secci6n se presenta el momento flector maximo.! 
Si V cambia de negativa a positiva, indica que a la seccion lej 
corresponde un momento flector minimo. En el caso general, elj 
diagrama de fuerza cortante puede cortar al eje horizontal en va-i 
rios puntos. A cada punto de interseccion le corresponde un maxi-| 
mo o un minimo en el diagrama del momento flector. Los valores 
nuinericos de todos estos maximos y minimos deben calcularse 
para encontrar el mayor de todos, numericamente considerado. 

Consideremos ahora el caso de una carga uniformemente dis- 
tribuida (fig. 63). Por lo expuesto anteriormente (pag. 67), tene- 
nios que para una seccion a distancia x del apoyo izquierdo 

7 = 9 |i — aj y M = q -?(l—x). (i) 
Se ve que el diagrama de fuerza cortante consiste, en este caso, 
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en una llnea recta incJinada, cuyas ordenadas para x = 0 y 

a; = I son ^ y — respectivamente —fig. 63 (6)—. De la '. 

expresion (i) se deduce que el diagrama del momento fleotor es 
en este caso una curva parabolica, cuyo eje es vertical y pasa | 
por el centro del vano —fig. 63 (c)— . Los momentos en los apoyoa, ": 
es decir, para x = 0 y x <= I, son nulos, y el valor maximo del 
momento acontece en el centro de la luz, alii donde la fuerza 
cortante cambia de signo. Este maximo se obtiene pcniendo. 

x — - en la expresion (i), lo que da 

qP 

M mM --' 

Si la carga uniforme cubre solo una parte de la hiz (fig. 64), , 
podemos considerar tres trozos de la viga de longitudes a, by o. 



t ! 



I' 



Para la determinacion de las reacciones B 1 y B 2 substitute-; 
mos la carga uniformemente repartida por su resultant* qb. De 
las ecuaciones de momentos de la estatica, con relation a 
Y A, se obtiene 
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La fuerza cortante y el momento flector para el trozo iz- 
quierdo de la viga (0 < x < a) son 

V = B t y M = K,x (j) 

Para una secci6n mn, tomada en el trozo cargado de la viga, 
la fuerza cortante &e obtiene restando la carga q(x — a), a la 
izquierda, de la reaccion B v El momento flector en la misma 
secci6n se obtiene restando el momento de la carga a la izquier- 
da de la seccion, del momento de la reaccion B v De esta forma 
encontramos 

X ct 

V = B 1 — q(x — a) y M = R 1 x— q (x — a) X — — (k) 

Para el trozo derecho de la viga, considerando las fuerzas a 
la derecha de la seccion, se tione 

V = — B 2 y M = B 2 (l — x). (I) 

Mediante las expresiones (j), (k) y (I) los diagramas de fuerza 
cortante y momento flector pueden construirse con facilidad. El 
diagrama de fuerza cortante —fig. 64 (b)— consta de los trozos 
horizontals y d^, correspondientes a las partes descarga- 
das de la viga y de la linea inclinada c^, que se refiere al trozo 
cargado uniformemente. El diagrama del momento flector — figu- 
ra 64 (c)— consta de las dos fineas inclinadas a 2 c 2 y 6 a eZ 2 , corres- 
pondientes a los trozos descargados y de la curva parabolica 
c 2 d 0 , de eje vertical, afecta a la parte cargada de la viga. El 
momento flector maximo se presenta en el punto e 2> correspon- 
diente al e v donde la fuerza cortante cambia de signo. En los 
puntos c 2 y d 2 la parabola es tangente a las lineas inclinadas a 2 c 2 
y d 2 6 2 , respectivamente. Ello se deduce del hecho de que en los 
puntos Cj y d x del diagrama de fuerza cortante no existe cam bio 
brusco en el valor de dicha fuerza cortante; por consiguiente, 
en virtud de la ecuacion (50), no puede presentarse cambio 
brusco en el valor de la pendiente del diagrama del momento 
flector en los puntos correspondientes c 2 y d 2 . 

En el caso de una mensula (fig. 65) se emplea el mismo m6- 
todo para construir los diagramas de fuerza cortante y momento 
flector. Midiendo x desde el extremo izauierdo de la viga, y 
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considerando el trozo a la izquierda de la carga P a (0 < x < a), 
se obtiene 

El signo menos de estas expresiones resulta de la regla de 

los signos indicados en las figu- 
ras 58 (b) y 59 (6). Para el trozo 
a la derecha de dicha carga 
(a < x < I) se tiene 

7 M = — P x x — P 2 (x — «)• 

Los diagram as correspon- 
dientes de fuerza cortante y mo- 
mento flector se ven en las figu- 
ras 65 (6) y 65 (c). El area total 
del diagrama de fuerza cortante 
no es nula en este caso y vale 
_ PJ, — P 2 b, que es lo que vale 
el momento flector M en el extremo B de la viga. El diagrama 
del momento flector consta de las dos lineas inchnadas a a c 2 
y c 2 6 2) cuyas pendientes son iguales a los valores de la fuerza 
cortante en los trozos correspondientes de la mensula. El mo- 
mento flector maximo, en valor 
numerico, acontece en el extre- « 
mo empotrado B de la viga. 

Si una mensula sufre una car- 
ga uniforme (fig. 66), la fuerza 
cortante y el momento flector, a 
la distancia x de su extremo iz- 
quierdo, son 

V = — qx 

x qx" 

El diagrama de fuerza cor- 
tante es la recta inclinada ab, y 

el del momento flector la parabola aj> v de eje vertical y t 
gente al eje horizontal en a v punto en que 1* ftwtw cor 
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es nula. El momento flector maximo en valor numerico, asf 
como la fuerza cortante maxima, aoontecen en el extremo B 
de la viga. Si sobre la viga actiian simultaneamente cargas con- 
centradas y distribuidas, es conveniente dibujar por separado 
los diagramas correspondientes a cada clase de cargas, y obte- 
ner los valores totales de V o M , para cua quier section, suman- 
do las ordenadas correspondientes a los dos diagramas parciales. 
Si, por ejemplo, tenemos las cargas concentradas P v P 2 y P 3 
(figura 62) simultaneamente con una carga uniforme (fig. 63), el 
momento flector para cualquier secci6n se obtiene sumando las 
ordenadas correspondientes de los diagramas representados en 
las figuras 62 (c) y 63 (c). 



Problemas 



1. Dibujar, aproximadamente, a escala, los diagramas de fuerza 
cortante y momento flector correspondientes a las vigas de la figura 67. 
Acotar en dichos diagramas los valores maximos tanto positivos como 
negativos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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Fio. 67 

( 2. Resolver las mismas cuestiones del problema anterior para las 
Vigas de la figura 68. 

3- Una mensula solicitada por una carga total W distribuida de 
modo que aumente uniformemente desde cero, en el extremo izquier- 
do, del modo que indica la recta inclinada AC —fig. 69 (a)—, esta empo- 
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trada en el oxtremo dtuecho. Dibujar los diagramas de fuerza cortante 
y momento flector. 

Solutidn: La fuerza cortante en la secci6n mn a distancia x del' 
extremo izquierdo de la mensula ea numericamente igual a la parte 
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de carga rayada. Puesto que la carga total vale W y estA represented* 

Wx 2 

por el triangulo AG B, la, parte rayada es — 2 -. Por la regla de ioa sig. 
nos anteriormente adoptada (fig. 69), se obtiene 

El diagrama de fuerza cortante est* 
representado en la figura 69 (6) por le 
parabola ab de eje vertical que paaa por 
el punto a. EI momento flector en la see- 
ci6n mn se obtiene tomando el moment? 
de la parte de carga rayada respectO 
al C de 0 de la secci6n mn. Por tanto, 

Este momento esta representado poi 
la curva 046, en la figura 69 (c). 

4. Una viga de longitud I apoyad* 
uniformemente en toda su longitud 80 
porta en los extremos dos cargas igua 
les P (fig. 70). Dibujar los diagramas d. 
fuerza cortante y momento flector. 
Fig. 69 5. Una viga de longitud I apoyad 

uniformemente en toda su longitud sopot 
ta en su centro una carga concentrada P = 500 kg. (fig. 71). Hallar 
momento flector maximo en valor numerico. Dibujar los diagramas * 
fuerza cortante y momento flector. 

6. Una viga simplemente apoyada de longitud I soporta una caij 
total W distribuida de modo que su intensidad crece, tal como indS 




FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR 



81 



la figura 72 (o), desde ctsro, en el extremo izquierdo. Dibujar a escala los 
diagramas de fuerza cortante y momento flector si W = 6.000 kg. y 
I » 7,20 m. 
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Soluddn: Las reacciones en los apoyos son, en este caso, 
flj = I W = 2.000 kg. y B, = 4.000 kg. 



La fuerza cortante en la secci6n mn se obtiene restando la parte rayada 
de la carga de la reacci6n JB,. Por tanto, 



El diagrama de fuerza cortante es la curva parab61ica acb de la 
figura 72 (6). El momento flector 
en la secci6n mn es 

M = Rix — W || x | 

-{"•(' 

Este momento esta represen- 
tado por la curva 0,0, bj de la 
figura 72 (c). El momento flector 
maximo acontece en Cj, donde la 
fuerza cortante cambia de signo y 
I 

donde *=>^- 

7 . Una viga simplemente apo- 
yada A B soporta una carga dis- 
tribuida, cuya intensidad esta re- 
presentada por la linea ACB (fi- 
gura 73). Hallar las expresiones 
de la fuerza cortante y del mo- 
mento flector en la secci6n mn. 

Solution : Suponiendo a la car- 
ga total W aplicada en el O de O del triangulo A CB, las reacciones eD 
los apoyos son: 
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La carga total se divide en dos partes representadas por loa tri 
guios AOD y CBD, de valores ^ y respectivumente. La parte 




Fig. 73 

yada de caTga vale W j x \ = W --. La fuerza cortante y el momen 
flector en win seran, por consiguiente, 



V = i?, — W 
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Fig. 74 



De modo analogo se dedueen la fuerza cortante y el momento 
tor para una secei6n correspondiente al trozu JJB de la viga. 

8. Hallar M m4x en el problema anterior si I = 3,60 m. J> = 0,90 
W = 6.000 kg. 
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Ri sfniesta: 

M mAx = 3.360 m. kg. 

9. Dibujar a eseala aproximada los diagramas de fuerza cortante 
y momento flector y acotar en ellos los valores maximos positivos y 
ncgativos para las vigas con voladizos de Ja figura 74. 

Solucidn: En el caso de la figura 74 (a) las reacciones son 335 kg. y 
1.665 kg. La fuerza cortante en el trozo izquierdo de la viga es V = 335 

— 60 x. Esta representada en la figura por la linea inclinada 06. La 
fuerza cortante para el trozo derecho de la viga se encuentra como en 
el caso de una mensula y esta representada por la recta inclinada b'c. 

El momento flector para el trozo izquierdo de la viga es M = 335x 

— 60 y. Esta representado por la parabola a 1 e 1 6 1 . El momento maximo 

acontece en e„ punto correspondiente al e, en el que la fuerza cortante 
cambia de signo. El diagrama del momento flector para el trozo de la 

fTTTHlll HH IIIMIIII 



— / — 

Fig. 75 



derecha es analogo al de una mensula y esta representado por la para- 
bola 6,0,, tangente en c,. 

10. Una viga con dos voladizos iguales (fig. 75) sufre una carga 
uniformen.ente distribuida y tiene una longitud I. Hallar la distancia d 
entre los apoyos para la que el momento flector en el centro de la viga 
es numericamente igual a los momentos en los apoyos. Dibujar los 
diiigramas de fuerza cortante y momento flector para este caso. 

Uvsputsla: 

d = 0.586Z. 
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FATIGAS EN LAS VIGAS 

23. Flexi6n pura de barras prismaticas.— Una barra pris- 
matica sometida a la action de pares iguales y opuestos en sus 
extremos, se dice que esta solicitada a flexion pura. La parte 
central CD de la- barra A B (fig. 76) esta sometida a una solici- 
tation de este tipo. La magni- 
tud Pa del par que produce la 
? flexion se llama momento flec- 
p tor. Considerando la secci6n 
mn, y quedandonos con la par- 
te izquierda de la barra, se de- 
duce que para el equilibrio es 
Fig. 76 necesario que las fuerzas in- 

ternas distribuidas en la sec- 
tion mn, y que representan las acciones en dicha section de la • 
parte de la barra situada a su derecba, sean estaticamente equi- 
valentes a un momento M igual y opuesto al momento flee- 
tor Pa. Para encontrar la distribution de estas fuerzas internas 
consideraremos la deformation de la barra. En el caso sencillo * 
de una barra que tenga un piano longitudinal de simetria, y 
cuando los pares flectores actuan en este piano, la flexion ten- 
dra lugar en dicho piano. Si la barra es de secci6n rectan- 
gular y se trazan dos lmeas verticales mm y pp en sus iados,. 
los ensayos experimentales realizados nan hecho ver que di-: 
cbas lmeas permanecen rectas durante la flexi6n y giran hastat! 
quedar perpendiculares a las fibras longitudinales de la barra; 
(figura 77). La teoria que vamos a exponer de la flexion se basa 
en la hipotesis de que no solamente las lineas, tales como mm* 
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permanecen rectas, sino que toda la section transversal de la 
barra, primitivamente plana, queda plana y normal a las fibras 
longitudinales de la barra despues de la flexion. Los ensayos 
realizados han dado resultados concordantes con los obtenidos 
desarrollando la teoria, basada en aquella hip6tesis, en lo con- 
cerniente a la flexion de la barra y a la deformation de las 
fibras longitudinales. De la hipotesis anterior se deduce que du- 




Fio. 77 



rante la flexi6n las secciones mm y pp giran, una respecto a 
otra, alrededor de ejes perpendiculares al piano de flexi6n, de 
tal modo que las fibras longitudinales del lado convexo sufren 
extension, y compresion las del lado concavo. La lfnea nn x es 
la traza sobre el piano de la figura de la superficie cuyas fibras 
no sufren deformation durante la flexi6n. Esta superficie se 
llama superficie neutra, y su intersection con cualquier section 
recta de la barra se denomina lfnea neutra. 

El alargamiento s's^ de cualquier fibra situada a una dis- 
tancia y de la superficie neutra se obtifene trazando la lfnea 
paralela a mm —fig. 77 (a)—. Representando por r el radio de 
curvatura del eje de la barra despues de la flexion \ y usando la 
semejanza de los triangulos non x y s v n x s' , el alargamiento uni- 
tario de la fibra s#' sera 

e x = — i = (52) 
rwij r 

t\*A j E1 e ^ e de Ia barra 68 la Ifoea que pasa por loa centros de grave- 
u aa de sus secciones. O representa el centro de curvatura. 
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Se ve por tanto, que la deformacion unitaria en cada fibra 
longitudinal es proporcional a su distancia a la superficie neu- 
tra e inversamente proporcional al radio de curvatura. 

Los ensayos realizados han puesto de manifiesto que la ex- 
tensi6n de las fibras del lado convexo de la barra viene acom- 
paiiada de una contraccion lateral, y la contraction longitudinal 
del lado concavo de una expansion lateral, tal como en el caso 
de extension o compresion simple (vease articulo 14). Esto cam- 
bia la forma de todas las secciones rectas. Los lados verticales 
de la seccion rectangular se inclinan tal como mdica la ngu- 
ra 77 (b). La deformacion unitaria en sentido lateral es 

— <»> 

donde [x es el m6dulo de Poisson. 

Debido a esta distorsion todas las llneas rectas situadas en 
la seccion recta y paralelas al eje z se transforman en curvas 
normales a los lados de la seccion. 

Su radio de curvatura B sera mayor que r y estara con el 
en la misma relacion que z x y s, (vease ecuacion 53); por tanto, 

La fatiga en las fibras longitudinales, deducida de la ley de 
Hooke, es 

(j = ?y. (55) 

r 

La distribution de estas fatigas se ve en la figura 78 La 
fatiga en cualquier fibra es proporcional a su distancia al eje 
neutro nn. La posici6n del eje neutro y el valor del radio de 
curvatura r pueden determinarse por la condici6n de que las 
fuerzas ligadas a la seccion determinen un par resistente que 
equilibre al par exterior M (fig. 76). 

Sea dA el area de un elemento de una seccion recta e y su 
distancia al eje neutro (fig. 78). La fuerza ligada a este , area 
elemental es el producto del area por la fatiga (ecuacion 55), es 
deck ^ dA. Puesto que el sistema de fuerzas elementales que 

' r 
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actua sobre la secci6n recta equivale a un par, la resultante de 
dichas fuerzas sera cero, y tendremos 

*Ey 



j E l d A=?JydA = 0, 



es decir, el momento estatico del area de la secci6n recta con 
relacion al eje neutro es cero, o, lo que es lo mismo, la Knea 
neutra pasa por el centro de gra- 
vedad de la seccion. 

El momento de la fuerza liga- 
da al elemento antes dicho, respec- 

Ey 




to a la lfnea neutra, es — dAy. 

r 

Sumando todos los momentos 
de las fuerzas ligadas a la seccion 
recta de la barra, y escribiendo 
que el resultado es igual al mo- 
mento M de las fuerzas exteriores, se tendra la siguiente ecua- 
ci6n, que sirve para determinar el radio de curvatura: 

M_ 

EL 



I 



® y HA=^i = M 
r r 



- = ~> (56) 



en la cual I z =f y*dA es el momento de inercia de la secci6n 
recta con relacion al eje neutro z (vease Apendice, pag. 335). En 
la ecuacion (56) se ve que la curvatura varia en proporci6n 
directa con el momento flector, e inversa respecto a la canti- 
dad El z , que por esto se denomina rigidez a la flexi6n de- la 
barra. Eliminando r entre las ecuaciones (55) y (56), se obtiene 
la expresion siguiente para la fatiga: 

My 
7. " 



a* = 



(57) 



El analisis precedente se ha hecho para una seccion rectan- 
gular. Es valido tambien para el caso de una barra de cualquier 
tipo, de secci6n recta, que tenga un piano longitudinal de sime- 
tria y este solicitado a flexion por pares que actuen en sus ex- 
tremos y obren en este piano, puesto que en tal caso la flexion 
de la barra se presenta en dicho piano, y las secciones rectas, 



88 RESISTENCIA DE MATEE1ALES 

primitivamente planas y normales al eje de la barra, quedari 
planas y normales a las fibras longitudinales despues de la 
flexion. 

En la ecuaci6n (57), M es positivo cuando produce una fle- 
xion como la de la figura 77; y es positiva hacia abajo. 

Un signo negativo para a x indica, segun sabemos, una fatiga 
de compresion. 

Las fatigas maximas de compresi6n y extension se presen- 
tan en las fibras mas alejadas de la linea neutra, y para la sec- 
tion rectangular, o cualquier otra forma de section que tenga 
el centro de gravedad a la mitad de la altura o canto de la 

h 

viga h, en que 2/ m4 x = valen 

Mh . . Mh 

2l t *> L z 



Para simplificar se acostumbra a usar la anotaci6n 

h 



y entonces 

M t \ - — M 

La cantidad Z se denomina m6dulo o momento resistente 
la section. En el caso de una section rectangular — fig. 77 (6)— 
se tiene 

. bh 3 „ bh* -* 

L r= ; Z — . 

2 12 6 - 

Para una secci6n circular de diametro d, 

I = ; Z = - 

* 64 32 j 

Para las diversas formas de perfiles, I, CZ, etc., los diierett 

tes valores de I z y Z estan tabulados en los manuales y catalogo* 
Cuando el centro de gravedad de la secci6n recta no estaVf 
la mitad de la' altura de la viga, como, por ejemplo, en el ca# 
de una viga en T, si h t y h a repreaentan las distancias de la lfn^p 
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neutra a las fibras mas alejadas hacia abajo y hacia arnba, las 
fatigas maximas para un momento M positivo seran 



(<*r)mdx = 



Para un momento negativo, 



(61) 



(62) 



Los anteriores razonamientos y consecuencias se han hecho 
ten la hipotesis de que la barra tuviese un piano longitudinal de 
simetria en el cual actuasen los momentos flectores; sin embar- 




Fig. 79 



go, los resultados pueden aplicarse tambi(?n cuando dicho piano 
no existe, con tal de que los pares de flexion actuen en un piano 
axial que contenga uno de los dos ejes principales de la section 
recta (vease Apdndice, pag. 344). Estos pianos se denominan 
pianos principales de fiexi6n. 

Cuando hay un piano de simetria y los pares de flexi6n ac- 
tuan en este piano, la flexion se presenta en el. El momento de 
las fuerzas interiores, tales como las que muestra la figura 78, 
respecto al eje horizontal, equilibra al par de las fuerzas exte- 
riores. 

Los momentos de dichas fuerzas interiores, respecto al eje 
vertical, bo anulan unos con otros, debido a que los momentos 
de las fuerzas a un lado del eje son exactamente equilibrados 
por los momentos de las fuerzas correspondientes del otro lado. 

Cuando no hay piano de simetria, pero los pares flectores 
actuan en un piano axial que pasa por uno de los ejes principa- 
les de la section, xy en la figura 79, una distribution de fatigas 
que sigue la ley de la ecuacion (56) satisface a las conditiones 
de equilibrio. Esta distribution da, segun se ha visto, un par 
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alrededor del eje horizontal (eje principal z) que equilibra al 
par exterior. Alrededor del otro eje principal y, el momento 
resultante vale 




Egta integral es el producto de inercia de la secci6n recta (vease 
Apdndice, pag. 341), y es cero si y y z son los ejes principals 
de la seccion. 

En nuestro caso asi se verifica y, por tanto, las condiciones 
de equilibrio quedan satisfechas. 



Problemas 

1. Determinar la fatiga maxima en un eje de locomotora (fig. 80) 
p ^ p si e = 35 cm., el diametro d del eje 
7* B i es 25 cm. y la carga P en e! extremo 



j£of 'I es 13.000 kg. 

10 ' Solution: El momento Hector que 

Fig. 80 actua en la parte media del eje es 

M = P X o 13.000 X 35 kg. X cm. 
La fatiga maxima por la ecuacion (60) es 

M 32 . M 32 x 13.000 x 35 ... 
°- = 3 = T = ^5* = 300 kg -/ Cm - 

2. Determinar el radio de curvatura r y la flecha del eje del pro- 
blem* anterior si el material es acero y la distancia entre los centros 
de los apoyos es 150 cm. 

Solution: El radio de curvatura r se determine por la ecuacion (55), 

sustituyendo y = ^ = 12,5 cm. y c miix = 300 kg./cm. 1 

Ed 2 x 10° X 25 
f= cr 2 x 300 " 833 m - 

Para calcular S (fig. 80), se tendra en cuenta que la curva de fie-' 
xi6n es un circulo de radio r y WB es un cateto del tri&ngulo rectan- 
gulo DOB, en el que O es el centro de curvatura. Por tanto, 

D& = r» — (r — S) 2 = 2 r8 — 8», 

8 es muy pequeno comparado con el radio r y la cantidad 8 a puede des- 

pieciarse en la expresion anterior, de este modo: 
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3. Una viga de madera de seccidn cuadrada de 25 X 25 cm. esta 
apoyada en A y B (fig. 80), y en sus extremos se aplican las cargas 
Determinar el valor de P y la flecha 8 en el centro, si AB = 5,4 m., 
c = 0,90 m.; (OjU = 70 kg./cm. a y E = 10 6 kg./cm. \ 

El peso de la viga se despiecia. 
Respuesta : 

P = 2.025 kg.; 8 = 0,204 cm. 

4. Una vigueta comercial de 30 em. esta apoyada como indica la 
figura 81 y cargada en los vo- 
ladizos con una carga unifor- 
memente distribuida de 1.000 
kg./m. Determinar la fatiga 
maxima en la parte central de 
la viga y la flecha en su punto 
medio, si l t — 9.785 cm. 4 . 

Solution : El momento flector en la parte central de la viga sera 
M = 1.000 X 3 x 150 = 450.000 kg. X cm. 

450.000 x 15 



ill IJ 


^ un 






v , 6m 





3** 



Fig. 81 



690 kg./cm.*; 



9785 
8 ='1,03 cm. 

6. Determinar la fatiga maxima producida en un alambre de ace- 
ro de diametro d = 0,8 mm., cuando se arrolla a una polea de dia- 
metro D — 50 cm. 

Solutidn: El alargamiento maximo debido a la flexi6n, ecuacion 52, 

es 

d _ 0^08 
e ^D~ 50 

y la fatiga de extensi6n correspondiente es 

0,08 x 2 X 10" 



50 



3.200 kg./cm. 2 



6. Una regla de acero de secci6n recta 0,08 x 2.5 cm. y una lon- 
gitud I = 25 cm. se flexa, aplicando pares en sus extremos en forma 
de arco circular de 60°. 

Determinar la fatiga maxima y la flecha. 

Solution: El radio de curvatura r se determina por la ecuaci6n 
I = ^ 2 izr, de donde r = 23,87 cm., y la fatiga maxima por la ecua- 
cion (55), 

, E X 0,04 8 x 10* , 
KW* = = 23 g7 • = 3.350 kg./cm." 

La flecha calculada para un arco de circulo es 
8 = r (1 — cos 30°) = 3,2 cm. 
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7. Determinar la fatiga maxima y el valor de los pares aplicadog 
en los extremos de la regla del problema anterior si la flecha en el cen- 
tre es 2,5 cm. 

Resvuesta: 

K)m4x = 2 - 600 kg./cm. s ; M = 6,9 kg. X em. 

8. Determinar la curvatura producida en una viga de acero libre-. 
mente apoyada de secci6n rectangular por un calentamiento no uniforme 
a lo largo del canto h de la secci6n. La temperatura en un punto a la dis- / 
tancia y del piano medio xz de la viga (fig. 77) viene dada por la ecuaoion 

. h+h (h — 1 0 ) ;* 

'=-2—+— r~ y - ; 

donde t x es la temperatura en la cara inferior de la viga, <„ la tempera-* 
tura en la cara superior, t x — t 0 = 80° C y el coeficiente de dilatacion' 
«a mm 126 X 10~ 7 . ;Que fatiga se producira si los extremos de la viga, 
estan empotrados? '■• 

Solution : La temperatura del piano medio xz es la constante - i ** 

y la variaci6n de temperatura de las demaa fibras respecto a ella es 
proporcional a y. El alargamiento unitario termico correspondiente e»'-l 
tambien proporcional a y, es decir, sigue la misma ley que el alarga- 
miento dado por la eouacion (52). Como resultado de esta dilataci6n; 
no uniforme de las fibras, la viga flexa y el radio de curvatura r se halla 

por la ecuacion (52), utilizando gg ^^ *") en lugar de y ^ en lugar de y. 



1.000 h. 



Si los extremos de la viga estan empotrados, aparecen en eIlos t 
pares de reaccion tales que deshagan la curvatura debida al calenta* 
miento no uniforme. For tan to, . 

r 1000 h f 
Sustituyendo en la eouaci6n (57), se tiene 

Ey 

°* = r 

y la fatiga maxima es 



°* = 1.000 A 



" 2^X000 = 1 -000kg./cm.« ] 

9. Resolver los problemas 6 y 7 si el arco es de 10° y el materia 
es cobra. 
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10. Resolver el problema 4, suponiendo que la viga es de madera, 
tiene secci6n cuadrada de 30 X 30 cm. y la intensidad de la carga uni- 
formemente distribuida es 1.500 kg./m. 

24. Vigas con formas diversas de seeeidn recta 1 .— De la 

discusion del parrafo anterior se deduce que la fatiga maxima 
de extensi6n o compresion en una barra sometida a flexion 
pura es proporcional a la distancia de la fibra mas alejada a la 
lfnea neutra de la seccion. Por tanto, si el material tiene la 
misma resistencia a extensi6n y compresion, sera logico tomar 
aquellas formas de seccion recta para las que su centro de gra- 
vedad esta a la mitad del canto de la viga. De este modo ten- 
dremos el mismo coeficiente de seguridad para las fibras exten- 
didas que para las comprimidas. Es por esto por lo que se esco- 
gen secciones simetricas para materiales que, como el acero, 
tienen el mismo punto de fluencia a extension y compresion. Si 
la seccion no es simetrica respecto a la Knea neutra, como, por 
ejemplo, en un carril, el material se distribuye entre la cabeza 
y la base, de modo que el centro de gravedad quede en el punto 
medio de su altura. 

Para materiales de pequena resistencia a la extensi6n y alta 
resistencia a la compresion, como la fundicion o el hormig6n, la 
seccion recomendable es la asimetrica respecto a la linea neutra, 
de tal modo que las distancias \ y h 2 de la lfnea neutra a las 
fibras mas alejadas esten en la misma relation que las resisten- 
cias del material a extension y compresion. De este modo se 
obtiene igual resistencia a una y otra clase de esfuerzos. Por 
ejemplo, en una seccion en T, el centro de gravedad puede lle- 
varse a una position conveniente a lo largo de la altura, propor- 
cionando de modo oportuno las dimensiones del ala y del alma. 

Para un momento flector dado la fatiga maxima depende 
del modulo resistente de la seccion, y es interesante ver que bay 
casos en los que un aumento de area no origina una disminucion 
de la fatiga. 

Ejemplo: Sea una barra de section cuadrada flexada por 



Un anahsis complete sobre las diversas formas de las secciones 
rectas de las vigas puede verse en las notas del libro de Navier Resis- 
tance d«* corps solute, ed. 1864 de Barre de Saint Venant. Veanse pa- 
guuw 128-162. * 
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pares que actuan en el piano vertical que pasa por una diago- 
nal (fig. 82), la fatiga maxima se produce en los angulos pp. Si 
ahora cortamos las partes rayadas, dejando una seccion hexago- 
nal de menor area, la fatiga maxima se habra hecho menor 

Sea a la longitud del lado del cuadrado. El momento de iner- 
tia, respecto al eje z (vease Apendice), 
a 4 

es / = — , y el modulo resistente co- 
2 12 




rrespondiente sera 

Z=^ = 



V2 
"12 



Hagamos ahora mp = a.a, siendo a 
un numero fraccionario que determi- 
naremos mas adelante. 
La nueva seccion recta se puede considerar formada por el 
cuadrado mm 1 mm 1 de lados a (1 — a), y de dos paralelogra- 
mos mn n 1 m v 

Su momento de inertia respecto al eje z es 



, „ oca V2 T« (1 - «)T _ a* (1 -«) 8 (1 ■ «») 



y su modulo resistente sera 

/: a/2 a/2 



Z ' = 



a(l— a) 



12 



a 8 (l — a) 2 (l + 



Si ahora se determina el valor de «, que hace maximo a Z', . 

se encuentra a = 5. Dando este valor a a se ve que, cortando 

los angulos de la seccion cuadrada en la forma dicha, la fatiga 
maxima por la flexion disminuye alrededor de un 5 por 100. 
Este resultado se comprende facilmente considerando que el mo- 
mento resistente de la seccion es la relation entre el momento ;, 
de inertia y la mitad de la altura de la seccion. Al cortar los 
angulos, el momento de inertia de la seccion ha disminuido en 
menor proportion que la altura, por lo que el modulo resistente. 
ha aumentado y disminuido. Efectos analogos puedett; 
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obtenerse en otros casos. En la figura 83 (a) puede aumentarse, 
a veces, el modulo resistente de la seccion quitando las partes 
rayadas. 

En una secci6n circular —fig. 83 (b) — se aumenta el m6dulo 
resistente en un 0,7 por 100, quitando los segmentos rayados 
cuya flecha es 8 = 0,011 d. En el caso de una seccion triangu- 
lar —fig. 83 (c) — , el momento re- 
sistente puede aumentarse matan- 
do el angulo rayado. 

Al proyectar una viga sometida 
a flexi6n pura, no solamente debe 
considerarse la condici6n de resis- j? ia , 33 

tencia, sino la de economia, al tener 

en cuenta su peso. De dos 6ecciones de igual momento resisten- 
te, es decir, respondiendo a la resistencia con el mismo coefi- 
ciente de seguridad, es mas economica la de menor area. 

Consideraremos, en primer t^rmino, la seccion rectangular de 
altura h y ancho b. El modulo resistente es 

7j =. — = - Ah, (a) 

6 6 

donde A representa el area de la seccion. 

Se ve que la section rectangular es tanto mas economica 
cuanto mayor es su altura h. Sin embargo, hay un Hmite para el 
aumento de h, debido a que la estabilidad de la viga disminuye 
a medida que la seccion se estrecha. El fallo de una viga de sec- 
cion rectangular muy estrecha puede deberse, no a sobrepasar 
la resistencia del material, sino a pandeo lateral (vease Segunda 
parte). 

En el caso de una seccion circular se tiene 

Z^ = l -A.d. (6) 

32 8 ' 

Comparemos dos secciones: una circular y otra cuadrada, 
de igual area. El lado h de la section cuadrada debera ser 

, Vnd 
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Aplicando la ecuacion (a), resulta 

Z = 0,147 A -d. 

Si este resultado le comparamos con la ecuacion (6), se ve 
que la secci6n cuadrada es mas economica que la circular. 

Estudiando la distribution de la fatiga con la altura (fig. 78), J 
se llega a la conclusion de que para que una secci6n sea eco- 
nomica, la mayor parte del material de la viga debe situarae 
tan alejado como sea posible de la Hnea neutra. El caso llmite , 
serfa: dada una altura h y un area A, situar areas de valor i 
A h 

yr a distancias ^ de la lmea neutra. Entonces, 

■ „ A Iky Ah* „ 1 t J 
/, = 2x-x = — ; Z = -Ah. (c) 

2 \2/ 4 2 ■.? 

A este limite se aproximan las secciones en I de la practica, 
en las que la mayor parte del material esta en las alas. Debido 
a la existencia necesaria del alma de la viga no puede alcanzarso 
el valor (c) y para la mayorfa de los perfiles de catalogo se tiene, 
de modo aproximado, 

Z m 0,30 Ah. (<*)' 

La comparacion de (d) y {a) muestra que la secci6n en I; 
es mas economica que la rectangular de la misma altura. Al mia- 



-- T 

♦ 



Fig. 84 

mo tiempo, y debido a la anchura de las alas, una viga en 
'sera siempre mas estable respecto a efectos laterales de pand ," 
que otra rectangular de la misma altura y momento resistente- 

Problemas 

1. Determinar la anchura * del ala de una viga de fundioio * 
cuya seccion es la de la figura 84, si la fatiga maxima de extensi 
debe ser un tercio de la maxima fatiga de compresion. La altura de ; . 
viga es h -» 10 cm.; el grueso del alma y del ala es * = 2 cm. 
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Solucidn: Para satisfacer la condicion del enunciado es nocesario 
que la distancia del centro de gravedad de la seccion a la fibra mas 

alejada del ala satisfaga a la condicion c = ]i 



A) 



(E 



Fig. 85 



Torrmndo momentos respecto a la oara inferior del ala, se tiene 
(figura 84): 



de donde 



ht + (x — t)t 



* ■= * + I o. = 2 + ■■ 



h—2t 



10 — 4 



18 cm. 



2. Determinar la relaci6n (o x ) mAx : (a a .) m j n para una secoi6n en C. 
como la de la figura 85, si t =» 5 cm., h = 25 cm., 6 ■» 60 cm. 

Retpuesta: 

( a x)m4x : (°»)mln = 3 : — 7. 

3. Determinar la condici6n para la que la disminucion de altu- 
ra h, de la seccion de la figura 86 venga acompanada de un aumento 
del momento resistente. 



Solucidn: 



67*! 



dh* 

■"6~* 



Fig. 86 



d/i, " 6h\ + 3 
La condici6n para que aumente Z al disminuir h x es 

6fef > 3 2d > h*' 

4. Determinar qu6 cantidad debe quitarse de una seccion en for- 
ma de triangulo equilatero — fig. 83 (c) — para obtener el maximo de Z 

6. Determinar la relaci6n entre los pesos de tres vigas de la misma 
longitud, Bometidas al mismo momento fleeter M y con igual {a x )m&x 
si las secciones rectas son un circulo, un cuadrado y un rectangulo de 
dimensiones h =26. 

Solucidn: 

1,12 : 1 : 0,793. 

KESISTBflclA 1>X IIA'IEAIALES. — T. 1 1 
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25. Caso general de vigas cargadas transversalmente.-E n 

el caso general de vigas cargadas transversalmente, la oistri- 
bucion de fatigas sobre una seccion transversal de la viga equi- 
libra a la faerza cortante y al momento fleeter correspondent*, 
a dicha secci6n. El calculo de las fatigas se hace comentemente 
en dos etapas, determinando primeramente las fatigas procm- 
cidas por el momento fleeter, llamadas fatigas de flexion y des- 
P u6s las fatigas cortantes producidas por la fuerza cortante 
En este articulo nos limitaremos al calculo de las fatigas de 
flexi6n, dejando para el proximo articulo el analisis de las fa- 
tigas cortantes. 

Para calcular las fatigas de flexion supondremos que dichas ., 
fatigas se distribuyen del mismo modo que en el caso de la fle- 
xi6n pura y emplearemos las f6rmulas deducidas en el ar- ; 
ticulo 23. Los resultados experimentales muestran que esta hi-, 
potesis es suficientemente aproximada si la seccion que se con- 
sider no esta muy proxima al punto de aplicaci6n de una carga 
concentrada. En las proximidades de la aplicaci6n de una carga 
concentrada la distribuci6n de fatigas es mas comphcada Este 
problema se estudiara en la Segunda parte. El calculo de las 
fatigas de flexion se realiza para las secciones en las que el mo 
mento fleeter tiene su valor maximo positivo o negativo. Co 
nocido el valor maximo del momento fleeter y el valor de la 
fatiga de trabajo a flexion del material <x () las dimensions d 
la seccion recta de la viga se calculan por la ecuacion 

_ ^max (63 

* z I 

A continuation damos diversos ejemplos de aplicacion d 
esta ecuacion. 

Problemas • 

1 Determinar las dimensiones necesariaa de un perfil comeroi 
en I que ha de soportar una carga distribuida de 600 kg./m. tal CO 
indica la figura 87, siendo el coeficiente de trabajo o, = 1.200 kg. cm.j 
Se tendra en cuenta solamente la fatiga normal y se despreoiara el , 

de la viga. , 

Solution: Para obtener la seccion peligrosa de la viga se oons 
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el diagrama del esfuerzo cortante —fig. 87 (6)—. La reaccion en el so- 

poite izquierdo es 

_ 3.6 x 600 x 4,5 + 1,8 x 600 x Q'» = x 700 k 
ifl=a _. _ 63 




Fig. 87 



La fuerza cortante para cualquier secci6n de la parte AG de la 
viga es 

q = flj _ qx = 1.700 — 600 x. 



Esta fuerza es cero para x 
el momento es un maximo: 



1.700 
600 



1 



= 2,83 m. Para esta seccion 



Mm4x = 1.700 x 2'83 — 600 X ^ • 2'83 a = 240.000 kg. X cm. 



El momento resistente necesario es 
240.000 



Z = - 



1.200 



= 200 cm.' 



Esta condici6n queda satisfecha para 
una I laminada de altura 20 cm. area, de la 
seccion recta 33,40 cm. a y Z = 214 cm. 3 , 
catalogo de la Sociedad Metalurgica Duro- 
Felguera. 

2. Una presa de madera (fig. 88) esta 
formada por tablones verticales tales como 
A B, de seccion rectangular, cuya dimension h 
es 30 cm., apoyados en sus extremos. Deter- 
minar (OjW si la longitud de las barras es I 

desprecia. .... 

Soluci&n: Sea b el anoho de un tabl6n. La presi6n h.drostataca so. 

bre el, representada por el prisma triangular ABO, es W = , W. la 




5,4 m. y su peso se 



100 
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reacci6n en A es ^ = i W = I 6i a y la fuerza cortante en oualquier. 

secci6n mn es igual a la reacci6n R t menos el peso del prisma de agua 
Amn, es decir, 

i I 2 ) 

La posicifin de la seccion correspondiente a M ma ^ se encuentra por 
la condicion V — 0, o sea 



de donde 



3 Z 2 u> 



*= -- = 3'12 m. 
V3 



El momento flector para cualquier seoci6n mn es ignal al momento 
de la reaccion B 1 menos el momento de la carga distribuida repre- 
aentada por el prisma triangular Amn. Es decir, 

Wx 1 x Wxf x*\ 



M = P H x — ■ 



;_Wxf x*\ 



Sustituyendo, segiin hemos visto, ^ = g y x = 3,12 m., se obtiene 

1 



AfnAi = q bl*X, 



Oh 2 



2/i\ s 312 „ . . , 

= 3\h) x rooo = 67k ^ cm -' 



m 






u— c _ 

J 





Fig. 89 



2/i^ 
: 3 

3. Determinar el valor de M mAx 
en una viga que soporta la carga trian- 
gular ADB igual a W = 6.000 kg. 
si I = 3,60 m. y d = 0,90 m. (figu- 
ra 89). 

Solution : La distancia c del apo- 
yo B a la vertical que pasa por el 
centro de gravedad del triangulo es 



La reacci6n en el apoyo A es 

„ W ■ c 6.000 x 1,5 



c=-^(l + d)= 1,5 m. 



. 2,500 kg. 



I 3'6 

La fuerza cortante para cualquier seccion mn es igual a la reacci6n R t 
menos el peso de la carga representada por Amn. 
La carga que representa el area ADE es 

W(l — d) 3 



ADE 



W, 
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por tanto. 



La posicion de la seccion para la que M es maximo se encontrara 
pox la ecuacion 



d)« 



3? 



de donde 



(I— d)» 



4Bj 



2,01 m. 



El momento flector para cualquier secci6n mn es igual al momento 
de la reacci6n menos el momento de la carga Amn. Sera, por tanto, 



Sustituyendo el valor calculado de x, 

Af mta = 336.000 kg. x cm. 

4. Construir los diagramas del momento flector y de la fuerza 

cortante para el caso de la figura 90 (a) y determinar el perfil comercial 

_ . . I 20 

en I necesario si a = c = -r 



1,8 m., P — 1.000 kg., 2 = -3- kg-/° m « 



a, = 1.200 kg./cm. 1 El peso de la 
viga puede despreciarse. 

Solucidn: En la figura 90 (&) 
y (c) se ven los diagramas del mo- 
mento flector y de la fuerza cor- 
tante correspondientes a las car- 
gas distribuidaa. A ellos deben 
afiadirse el momento flector y la 
fuerza cortante producidos por la 
carga P. 

El momento flector maximo 
se presents a la mitad de la luz 

M mlz — 288.000 kg. X cm. 
Se necesita 
„ 288.000 



V. 1 A 






Plllllll 




p 












*« 






1.200 



240 cm.' 



Fig. 90 




1 



El perfil I comercial de altura 22 cm. y area de secci6n recta 39,50 
cm.*, Z = 278 cm.*, es lasecci6n mas aproximada por exceso que cum- 
pie las condiciones de resistencia. 

5. Determinar la posici6n mas desfavorable de una vagoneta m6» 
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vil sobre una viga tal como indica la figui-a 91. Encontrar Af m4l 
si la carga por rueda es P = 5.000 kg., I = 7,20 m., d = 1,80 m. 
El peso de la viga se desprecia. 

Solution: Si x es la distancia de la rueda 
izquierda al apoyo izquierdo de la viga, el 
momenta flector debajo de dicha rueda iz- 
quierda es 

2P (l — x — ^ djx. 
J 




I 



Fig. 91 



Este momento es maximo cuando 

I d 
X = 2~V 

Por tanto, para obtener el maximo momento flector bajo la rueda iz» 
quierda, es preciso desplazar la vagoneta desde la posieion central la 

cantidad j hacia el apoyo derecho. Puede obtenerse el mismo valor 

para el momento flector en el pun to de apoyo de la rueda derecha, 

d . 

desplazando la vagoneta desde la posieion central la cantidad j hacia 

el apoyo izquierdo de la viga. 

6. Los carriles de una grua (fig. 92) estan sostenidos por dos vi- 
gas de seccion en I y perfil comercial. 




Fig. 92 



Determinar la posici6n mas desfavorablo de la grna, el M mis co- 
rrespondiente y las dimensiones de las vigas en I si a ( = 1.200 kg. /cm 1 . 
I = 9 m., a = 3,60 m., d => 1,8 m., el peso de la grua W = 6.000 kg. y 
la carga levantada por la grua P = 1.000 kg. Las cargas actuan en el 
piano medio correspondiente a las dos vigas en I y se reparten por iguaj 
entre ellas. 

Solucidn: El momento flector maximo se presenta en el punto da 
apoyo de la rueda derecha cuando la distancia de esta rueda al apoyfl 
derecho es 

h = I (l ~ I d): = 1.261.250 kg. x cm. 
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. 525,5 cm. 1 



Repartiendo el momento en partes iguales entre las dos vigas, el 
momento resistente de cada una debera ser 

2 a t 

La secci6n en I necesaria tiene una altura de 28 cm., Area 61 cm. s 
y Z = 541 cm. 8 . El peso de la viga se desprecia. 

7. Una viga de madera de secei6n circular apoyada en C y unida 
a la fundacidn en A (fig. 93) sufre una carga de q = 500 kg./m. uni- 
formemente distribuida a lo largo de la porci6n BG. 





Fig. 93 



Fig. 94 



Construir el diagrama del momento flector y determinar el dia- 
metro necesario d si o ( = 81 kg./cm. 8 , a = 0,90 m., 6 = 1,8 m. 

Solucidn: El diagrama del momento flector se ve en la figura 93 (6). 
Numericamente, el momento maximo se presenta en C y vale 81.000 
kg. x cm. 

~M 



f32 M 



21 cm. 



8. Una presa de madera sostenida por pilares verticales empotra- 
dos en su extremo inferior (fig. 94) esta hecha con tablas horizontales. 
Determinar la dimensi6h de la seccidn de los pilares cuya forma es 
cuadrada si I = 1,8 m., d = 0,90 m. y a t = 40 kg./cm. 3 . Dibujar los 
diagramas del momento flector y de la fuerza cortante. 

Solucidn: La carga lateral total de un pilar esta representada por 
el peso W del prisma triangular de agua ABC. Para cualquier sec- 
cion mn, el esfuerzo cortante y el momento flector son: 

Wx* ,, Wx* x 

V -jjr; M = 

Al determinar los signos de V y M se ha supuesto que la figura 94 
ha girado 90° en sentido contrario a las agujas del reloj, de tal modp 
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que lo8 ejes x e y vayan a coincidir con los de la f igura 56. El valor 
necesario de b lo da la expreai6a 

87,400 



b*_M^ 



40 



de donde 

6 = 23,5 cm. 

La construccifin de los diagramas se deja como ejerolcio. 

9. Determinar las dimensiones de una viga en voladizo de seo- 
ci6n I comercial uniformemente cargada a raz6n de q = 350 kg./m. y 
sometida ademas a la acci6n en su extremo de una carga concentrada- 
de valor P = 250 kg. La longitud es I => 1,5 m. y a t *~ 1.000 kg./cm.» 

Solucidn : 

_ (250 x 1,5 + 525 x 0,75) x 100 
Z j-^g =-- 76.87 cm.' 

El perfil comercial necesario es una I de 14 cm. de altura y 18,20 cm.' 
de secci6n. 

10. Determinar las fatigas de flexi6n en un roblon suponiendo 
que las cargas que obran sobre el estan distribuidas en la forma que 
indica la figura 95. 







m n 


\ 

h 








♦ 

h, 











p 

2 



Fig. 95 | 

El diametro del roblon 2 cm., h = 0,6 cm., fc, = 1 cm., P = 5.000 kg, 

Solucidn: El momento flector en la seccion mn es — • - El mo» 

2 2 

mento de flexion en la secci6n central es 

Este momento, que es el maximo, se tomara para calcular la fatiga 
, . P fh , h l \ nd 3 IP 2h + h, 

(o,)^ = 1 ^+t; : 32=^ >< J}l t j ^ - 1 - 750 k «-/° m - • 

11. Determinar el perfil en I necesario para los casos de las figu- 
ras 67 (a), 67 (d) y 68 (6), suponiendo una fatiga de trabajo de 1.200 
kg. /cm.*. 

12. Determinar el perfil necesario para una viga apoyada de sea 
cion en I solicitada por una carga uniforme a razon de 650 kg. p<J& 
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metro y por una carga P = 2.000 kg. que actua en su centro. La lon- 
gitud de la viga es 4,50 m. y la fatiga de trabajo a t = 1.200 kg. por cm. 1 . 

13. Una U, cuya secci6n es la de la figura 85, esta apoyada en 
sus extremos y solicitada por una carga concentrada en su secci6n 
central. Calcular el valor maximo que puede tomar la carga si la fati- 
ga de trabajo es 80 kg./cm. 2 a extension, y 160 kg./cm. ! a compresidn. 



26. La fatiga cortante en la flexi6n. — En el parrafo anterior 
se vio que al flexarse una viga por la accion de cargas transver- 
sales, a las fatigas normales a x 
debfan acompafiar otras t, li- 
gadas ambas a la secci6n mn de 
la viga (fig. 96). Considerando 
la accion en el trozo a la dere- 



V 



x- 

cha de la seccion (fig. 96), se V 
deduce, para que subsista el f io . 96 

equilibrio, que la sumacion de 

estas fatigas cortantes debe igualar a la fuerza cortante V. Para 
encontrar la ley de su distribuci6n a lo largo de la secci6n, em- 
pezaremos por considerar el caso sencillo de una secci6n rectan- 
gular (fig. 97). En este caso es 16gico suponer que las fatigas cor- 
tantes t son paralelas en cada punto a la fuerza cortante V, es 
decir, paralelas a los lados mn de la seccion y que su distribution 
es uniforme a lo largo del ancbo de la viga cc v Representaremos 
las fatigas en este caso con r xv . El subindice y indica que la fati- 
ga cortante es paralela al eje y, y el subindice x, que esta ligada 
a un piano perpendicular al eje x. Estas dos hipotesis nos ser- 
viran para la determinaci6n completa de la distribuci6n de las 
fatigas cortantes. Un estudio mas detenido del problema mues- 
tra que la solution aproximada que obtengamos es suficiente- 
mente exacta para las aplicaciones y que en el caso de una sec- 
cion rectangular estrecha (h grande comparado con b, figura 97) 
practicamente coincide con la solution exacta 1 . 

1 La solucifin exacta de este problema se debe a De Saint Venant, 
Journal de Math. (Liouville), 1856. Un resumen del famoso trabajo de 
De Saint Venant puede verse en la History of the Theory of Elasticity, 
de Todhunter y Pearson. La solucidn aproximada que damos se debe a 
Jouravski. La traduccion francesa de este trabajo figura en Annales 
des ponts et chaussies, 1856. La teorla exacta muestra que cuando la 
altura de la viga es pequena comparada con su ancho, la discrepanoia 
entre la solucidn exacta y la aproximada es considerable. 
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Si se separa un elemento de la viga por dos secciones adya- . 
oentes y por dos pianos paralelos al piano neutro e infinitamente 
pr6ximos — fig. 97 (b) — , la fatiga cortante i xy en la cara vertical 
acc x a x tendra una distribution uniforme de acuerdo con la hip6- » 
besis establecida. Estas fatigas tienen un momento (t Xj/ bdy)dx i 




Fia. 97 

respecto a la arista ee del elemento que debe equilibrar al mo*," 
mento (t vx bdx)dy debido a las fatigas cortantes diatribuidas; 
sobre la cara horizontal cdd^ del elemento. j 
Por tanto, % 

t xy bdydx = t yx bdrdy y r yx = t w , ;| 

es decir, las fatigas cortantes que actuan en dos caras perpen- 
diculares del elemento son iguales. Este mismo resultado se ob- 
tuvo anteriormente al estudiar la extension simple (vease pagi- 
na 39) y tambi6n en el caso de compresion o extension en dos- 
direcciones perpendiculares (vease pag. 43) . La existencia de las* 
fatigas cortantes en los pianos paralelos al piano neutro puede 
ponerse de manifiesto con experimentos sencillos. Sea, por ejem- . 
plo, dos barras iguales rectangulares dispuestas en conjuntft; 
sobre apoyos simples, tal como indica la figura 98, y sometidaf! 
a flexion por la action de una carga concentrada P. Si no exists, 
jozamiento entre las vigas, la flexi6n de cada una sera indepen 
diente de la otra y en ambas tendremos compresion en la car% 
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superior y extension en la inferior, tomando el conjunto la forma 
de equilibrio indicada en la figura 98 (6) . Las fibras longitudinales 
inferiores de la barra superior deslizaran, respecto a las fibras 
superiores de la barra inferior. En el caso de una sola barra de 
altura 2h —fig. 98 (a) — , existiran fatigas cortantes a lo largo del 
piano neutro nn de una magni- 
tnd que evite el deslizamiento de 
la parte superior de la barra res- 
pecto a la inferior - — vease figu- 
ra 98 (6) — . Debido a esto, la ba- 
rra unica de altura 2h es mucho 
mas rigida y resistente que el con- 
junto de las dos barras de altura h. 
Como aplicacion practica, citare- Jb^ 
inos el caso de la union de vigas p 1G . 98 

de madera para formar una sola 

—figura 99 (a) — ; entonces se acostumbraapracticar cajas comu- 
nes a las vigas, tales como las a, b, c..., donde se introducen las 
llaves correspondientes, cuyo objeto es evitar el deslizamiento 
y favorecer la robustez. Observando los juegos alrededor de la 
llave —fig. 99 (b) — , se ve facilmente la direcci6n en que tiende 
a producirse el deslizamiento y, por consiguiente, la direcci6n 
de la fatiga cortante a lo largo del piano neutro, en el caso de 
viga unica. 

Anteriormente vimo3 que la fatiga cortante x xy en cualquier 
punto de la seccion vertical de la viga tieue direccion verti- 




Fig. 99 



cal y es numericamente igual a la fatiga cortante x m afecta al 
piano horizontal que pasa por el mismo punto. Esta ultima pue- 
de calcularse facilmente por la condicion de equilibrio del ele- 
mento pp&iiv separado de la viga en virtud de dos seccionep 
adyacentes verticales mn y m 1 n 1 y una horizontal pp 1 — fig. 100 (a) 
y (6) — . Las unicas fuerzas que actuan sobre este elemento en la 





h 




* 
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direction del eje x son: la fatiga cortante t ux afecta a la cara pp t 
y las fatigas normales a x sobre las caras np y n$> x . Si el momenta % 
flector en las secciones mn y m x n x vale lo mismo, ea decir, ea- 
tamos en un caso de flexion pura, las fatigas normales a x sobre 
las caras np y n^p x seran iguales y se equilibraran entre si. ? 
En este caso, la fatiga cortante x yx sera igual a cero. 
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Consideremos ahora el caso mas general de que el momento 
flector varfe y sean M y M + dM los momentos en las secciones mn 
y m x n v respectivamente. En este caso, la fuerza normal que obra 
en el area elemental dA de la cara nppn sera (ecuacion 57) 

atdA = —^-dA. A 
h % 
La suma de todas estas fuerzas repartidas a lo largo de la 
cara nppn del elemento valdra 4 

h 



r 



~ 2 ^dA. 
I, 



De la misma manera, la suma de las fuerzas normales liga-' 
das a la cara n^p^p sera 



f 

Jv l 



"2 (M + dM)y dA 

La fuerza total debida a la fatiga cortante x yx que obra en* 
la cara pp x del elemento es 

-e xv bdx, (ef 
y como las fuerzas dadas por (a), (b) y (c) deben estar en equi-' 
librio, resulta: ij 



■Vxybdx 



(M + dM)y 



dA- 



dA, 
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de donde 

o, aplicando la ecuacion (50), 



=™. l. r* ydA , 

dx bl t J Vl 



t w> = t v ,= ~ f'ydA. (64) 

La integral de esta ecuaci6n tiene una interpretaci6n muy 
sencilla. 

Representa el momento estatico de la parte rayada de la 
seccion recta — fig. 100 (6) — ,respecto al eje neutro z. Para nues- 
tra seccion 

dA = bdy 

y la integral vale 

El mismo resultado puede obtenerse multiplicando el area 

&|"|| J — ^ij de la parte rayada por la distancia ^ + de 

su centro de gravedad al eje neutro de la seccion. 

Sustituyendo (d) en la ecuacion (64), se obtiene para la sec- 
cion rectangular 

^ = ^ = ^(l-^) < 65 > 

Se ve que las fatigas cortantes r xv se distribuyen de modo 
variado desde la parte superior a la inferior de la viga. El ma- 
ximo valor se presenta para y x = 0, es decir, para los puntos 
de la linea neutra, y es (ecuacion 65): 

y como 

= (^w = 2' 6 T (66) 

Se ve, por tanto, que la fatiga cortante maxima en el caso 
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de una secci6n rectangular es un 50 por 100 mayor que la fa- 
tiga cortante media obtenida dividiendo la fuerza cortante por 
el area de la secci6n. 

En los extremos superior e inferior de la secci6n reeta, 

y x = ± \ y la ecuacion (65) da t xv = 0. La representation gra- 

fica de la ecuacion (65) —fig. 100 (c) — muestra que la distribu- 
tion de fatiga cortante a lo largo de la altura de la viga sigue 
una ley parabolica. El area rayada, limitada por la parabola, 

2 

multiplicada por el ancho de la viga, da -^(i xu )^hb — V, 

como es natural que ocurriese. 

Una consecuencia logica de estas fatigas cortantes es la dis- 
torsion por la que las secciones, inicialmente planas, se alabean. 

Este alabeamiento puede observarse facil- 
mente flexando por la action de una fuerza 
en su extremo una pieza de goma de section 
rectangular (fig. 101), en cuyas caras late* 
rales se hayan trazado lineas verticales. Lag 
lineas no permanecen rectas, tal como se. 
Fig. 101 indica de puntos en la figura, sino que se 

curvan de tal modo que la distorsion ma- 
xima se presenta en la superficie neutra. En los puntos m', m' v 
n', n[, la distorsion es cero y las curvas m'n' y m[n[ quedan nor- 
males a las superficies superior e inferior de la barra despues de 
la flexi6n. En la superficie neutra los angulos que forman las 
tangentes a las curvas m'n' y m'^n' 1 y las secciones normales mn 

y valen y = ^ 

Si la fuerza cortante permanece constante a lo largo de la 
viga, el alabeamiento de todas las secciones rectas es el mismo. 
de modo que mm' = m-pri x , nn' = n x n[ y el acortamiento <* 
alargamiento de las fibras longitudinales producido por la lie* 
xion es el mismo que si no existiese dicha fuerza y estuviesemoB, 
en un caso de flexion pura. 

Esto explica la validez de la ecuaci6n (57), establecida en la 
bip6tesis de que las secciones primitivamente planas lo son dea* 
pues de la flexidn. 
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Un estudio mas detenido del problema 1 muestra que el ala- 
beamiento de las secciones rectas no afecta de modo sustancial 
a la deformaci6n de las fibras longitudinales si sobre la viga 
actua una carga distribulda y la 
fuerza cortante varia de modo 
continuo a lo largo de la viga. 

En el caso de cargas concen- 
tradas, la distribution de fatigas 
en las proximidades de la carga 
es mas complicada; pero esta 
complication tiene un caracter 
local (vease Segunda parte). 



Problemas 




T 

P 
t 


+ 











Fig. 102 



1. Determinar el valor limite 
de las cargas P que obran sobre la 

viga rectangular de madera de la figura 102, si b = 20 cm., h = 25 cm., 
a t *~ 60 kg./cm. 2 , T t = 15 kg./cm. a , c = 45 era. 

Solucidn: Los diagramas del momento f lector y de la fuerza cor- 
tante son los de la figura 102: 



Pi 



M, 



max 



P • a. 



K max 

Por las ecuaciones 

Po 
Z 

se obtiene 

P = 2.778 kg. y P = 5.000 kg. 



3 P 

2W = t " 



Por consiguiente, P 
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2.778 kg. es el valor admisible de la carga P. 
2. Determinar la fatiga normal ma- 
xima c x y la fatiga cortante maxima 
en el piano neutro de la viga represen- 
tada en la figura 103, si a = 60 cm., 
c = 1,20 m., b = 20 cm., h = 25 cm. y 
P = 3.000 kg. 



Retpuesta: 



(^Jmix = 6kg./om. 



1 Vease W. Voigt, Gdttingen Abhandlungen, Bd. 34, 1887; J. H. 
Michell, Quart. J. of Math., vol. 32, 1301, y L. N. Q. Filon, Phil. 
Trans. Roy. Soc. (Ser. A), vol. 201, 1903, y London Roy. Soo. Proc, 
vol. 72, 1904. 
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3. Determinar la fatiga cortante maxima en el piano neutro de 
una viga rectangular cargada uniformemente si la longitud de la viga 
ea I = 1,80 m., la oarga por m. q => 1.700 kg., la altura de la seccion 
h = 25 cm. y el ancho 6 = 20 cm. 

Reapuesta: 

T max = 4 ' 59 kg./cm. a . 

4. Determinar la fatiga cortante maxima en el problema 2 del 
articulo 25. 

27. Distribuei6n de las fatigas eortantes en el easo de una 
section circular. — Al considerar la distribution de las fatigas 
eortantes en una secci6n circular (fig. 104), no puede aceptarae 
la hipotesis de que dichas fatigas son paralelas a la fuerza cor- 
tante V. Se puede ver facil- 
mente que en los puntos tales 
como p del perimetro — figu- 
ra 104 (6) — , la fatiga debe sei 
tangente a dicho perimetro. 
Consideremos un elemento in- 
finitesimala&cci— fig. 104(c)— »j 
en forma de paralelepipecfcl 
rectangular, con la cara adfff 
en la superficie de la viga y la cara abed en el piano yz de la 
seccidn. Si la fatiga cortante que actua sobre la cara abed del 
elemento tuviese una direcci6n tal como t, se podrfa descompo* 
ner en dos componentes -v u en direccion radial y otra Tj, en la 
<lirecci6n de la tangente al perimetro. 

Hemos demostrado anteriormente (vease pag. 106) que si una 
fatiga cortante t actua sobre un area elemental, otra fatiga cor* 
tante igual actiia sobre un area elemental perpendicular a t.. 
Aplicandolo a nuestro caso, se deduce que si la fatiga t lx actu* 
sobre el elemento abed en direccion radial, debe existir otra fa» 
tiga cortante t xi del mismo valor en la cara adfg que sigue la 
superficie de la viga. Si la superficie lateral de la viga esta libra 
de fatigas eortantes, la componente radical t u de la fatiga cor- 
tante t debe ser cero, es decir, t debe actuar en la direccion d#" 
la tangente al perimetro de la secci6n recta de la viga. En ei 
punto medio n de la cuerda pp, la simetria obliga a que la fa* 
tiga cortante tenga la direccion de la fuerza cortante V. Vemos- 




Fig. 104 
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pues, que las direcciones de las fatigas eortantes en los puntos 
p y » se cortan en un punto O del eje y — fig. 104 (b) — . Supo- 
niendo ahora que la fatiga cortante en otro punto cualquiera de 
la linea pp esta dirigida tambien hacia el punto O, tendremos co- 
nocida la direccion de las fatigas eortantes. Como hipotesis com- 
plementaria, estableceremos que las fatigas eortantes para todos 
los puntos de pp tienen la misma com- 
ponente vertical 1 . Como esta hipdtesis 
coincide por completo con la hecha para 
la seccion rectangular, podra usarse la 
ecuaci6n (64) para calcular dicha compo- 
nente vertical. Conociendo la direccion 
de la fatiga cortante y su componente 
vertical, puede calcularse facilmente su 
valor para cualquier punto de la seccion. 

Vamos a calcular ahora las fatigas eortantes a lo largo de la 
linea pp de la seccion (fig. 105). Para aplicar la ecuaci6n (64) 
al calculo de la componente vertical t w de estas fatigas, debe- 
mos hallar el momento estatico del segmento circular de cuer- 
da pp respecto al eje z. El area elemental mn tie ne la lon gitud 
2VK* — y* y el ancho dy. El area sera dA = 2 V R* — yUy. El 
momento de esta faja respecto a Gz es ydA, y el momento total 
para el segmento circular sera 




Jv, 



2y/RZ—y*ydy = -(K l --y 2 l ) i 

O ■ 



Sustituyendo esta expresi6n en la ecuacion (64) y tomando 
2 V R 2 — y\ para valor de 6, se obtiene 



txy — • 



3/, 



(67) 



y la fatiga cortante total en los puntos p (fig. 105) sera 



txyR 



yl. 



vl 



3/ 2 



1 La diferencia entre la fatiga cortante maxima obtenida por la 
teoria de la elasticidad y el valor que corresponde a esta teoria apro- 
ximada supone un error de un 5 por 100. Vease De Saint Venant, loc. cit., 
p4g. 123. Vease tambien A. E. H. Love, Mathematical Theory o/ Elat- 
ticky, 4th. ed. 1027, p&g. 346. 

8 
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Se ve que el maximo de x se obtiene para y 1 = 0, 6, lo que 
es lo mismo, para la Hnea neutra de la seccion. Poniendo en vez 

de I t su valor —g - - , queda finalmente 

T --i^"ii- (68) 

En el caso de una seccion circular, la fatiga cortante maxima 
es superior en un 33 por 100 al valor medio obtenido dividiendo 
la fuerza cortante por el area de la seccion recta. 

28. Distribucion de la fatiga cortante en vigas en I.— Para 
e'studiar la distribucion de fatigas cortantes en las vigas en I 
(figura 106), a lo largo del alma, se hacen las mismas hipotesis que 
para la secci6n rectangular; esto es, que las fa- 
tigas cortantes son paralelas a la fuerza cortan- 
te V y que se distribuyen uniformemente sobre 
el ancho fc, del alma. Podemos, por consiguien- 
te, usar la ecuaci6n (64) para el calculo de las 
t fatigas t w . Para una llnea pp a distancia y v el 

L'^l* momento estatico de la parte rayada respecto 
&77tMp77777Z\ a la tfnea neutra z es 




h 

J'ydA 



b lh? 
2\4 



■!) 



Sustituyendo en la ecuacion (64), se obtiene 



La fatiga varia, por consiguiente, a lo largo de la altura de la 
viga, segun una ley parabolica. Los valores maximo y nrinimo 

de % sy en el alma de la viga se obtienen baciendo y x = 0 e y x = : 



V fbh 2 h\., ,.1 
V Ibh? b_h\\ 



(70) 
(71) 
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Ouando b x es muy pequeiia comparada con b, no hay gran 
diferencia entre (x xy ) mfD y (x xy ) mA% y la distribucion de las fatigas 
cortantes a lo largo de la seccion recta del alma es practicamente 
uniforme. 

Una buena aproximacion para (T X|/ ) m4x se obtiene dividiendo 

la fuerza cortante total V por el area de la seccion recta del 

alma solamente. Esto se deduce de que las fatigas cortantes dis- 

tribuidas sobre la seccion recta del alma equivalen a una fuerza 

cortante casi igual a V, es decir, que el alma absorbe casi toda 

la fuerza cortante y las alas intervienen solo de un modo se- 

cundario en su transmisi6n. Hagamos la suma de las fatigas t xy 

que actuan sobre el alma de la viga y llamemos V x a esta suma. 
h, 

f* 

Fj = I t Xv b x dy, por la ecuacion (69): 



que integrada da 

1 I z [ 2 2 2 + 12 J* 



(a) 



Para- espesores pequefios en las alas, ft, se aproxima a A y el 
momento de inercia l z puede calcularse con suficiente aproxi- 
macion por la ecuacion 

j = blh-hj m (h + hj* bjhf 
2 8 12* 

en la que el primer teYmino representa el area de la secci6n de 

las alas muJ.tiplicada por el cuadrado de la distancia - ~^ — de 

sus centros al eje z, lo que aproximadamente representa el mo- 
mento de inercia de las alas. El segundo termino es el momento 
de inercia del alma de la seccion. Comparando (a) y (6), se ve 
que cuando h x se aproxima a h, la fuerza V x lo hace a V y que 
la fuerza cortante es absorbida solamente por el alr&& de 1& 
secoion. 
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Al considerar la distribuci6n de fatigas cortantes en las alas 
no puede aceptarse la hip6tesis de reparto uniforme a lo largo 
del ancho de la seccion. Por ejemplo, a lo largo de ae (fig. 106), 
en las partes correspondientes al perfmetro de la seccion ac y de, 
la fatiga cortante debe ser cero, puesto que la fatiga corres* 
pondiente i vx de la superficie fibre lo es — vease pag. Illy tam- 
bien fig. 104 (c) — , mientras que en el trozo cd la fatiga cortante 
no es cero, sino la que hemos calculado en el alma y representado 
con (t^min- Esto indica que en la union cd del alma y las alas 
la distribuci6n de fatigas cortantes sigue una ley mas compli- 
cada que la obtenida con nuestro analisis elemental. Para dis- 
minuir la concentracidn de fatiga en los puntos cyrf.se redon- 
dean los angulos de union tal como se indica en la figura con ti- 
neas de puntos. Mas adelante se analizara detalladamente la 
distribucion de las fatigas cortantes en las alas (vease Segunda 
parte). 

Problemas "h 

1. Detenninar (T xl/ ) m4x y ( T^niin en el alma de una viga en I 
(figura 106), si b = 12,5 cm., b x = 1,25 cm., h = 30 cm., fc x = 26 '/« cm. 

V = 15.000 kg. Detorminar la fuerza cortante V x i,b« 
sorbida por el alma. 
Retpuesta : 

(t^U = 470 kg./cm.«: (r Xy ) mln = 354 kg./cm.»; 
F t = 0,945 V. 

2. Determinar la fatiga cortante maxima en el 
alma de una viga en T. (fig. 107), si h = 20 cm., 
Fig. 107 h t = 17 »/i cm., 6 = 10 cm., b, = 2 >/, cm. y V = 500 kg, 
Respuesta: Utilizando un metodo analogo al de la 
viga en I se encuentra (t Zy ) ma]i = 14 kg./cm. a . 

3. Determinar las fatigas cortantes maximas en los problemas 1 
y 6 del articulo 25. 

29. Fatigas principales en la flexi6n. — Utilizando las ecua* 
ciones (57) y (64), puede calcularse la fatiga normal a x y la cor* 
tante i xv para cualquier punto de la secci6n recta en cuanto B# 
conozca el valor del momento Sector M y de la fuerza cortante W 
para dicha secci6n. El valor maximo de a x corresponde a la* 
fibras mas alejadas de la linea neutra; por el contrario, general' 
mente el maximo valor de t w se presenta e» dioha linea. En # 
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mayorfa de los casos solamente estos valores maximos de o-„ 
y t w obtenidos del modo indicado son los que se usan para el 
proyecto de las dimensiones de la viga, escogiendolas de modo 
que satisfagan a las condiciones 

Esto, suponiendo que el material resiste por igual los esfuer- 
zos de tracci6n y compresion y que a t es el mismo para ambas 
fatigas. Si no, las limitaciones seran: 
(u^i, ^ o- t para la traccion; (o- x ) miu ^ a t para compresi6n. 

Hay casos, sin embargo, que requieren un analisis mas de- 
tallado de las condiciones de fatiga. Vamos a exponer el proce- 




Fiq. 108 



dimiento a seguir en estos casos, considerando el de una viga 
simplemente apoyada y cargada en el centro (fig. 108). Para un 
punto A situado por debajo de la llnea neutra, el valor de las 
fatigas a x y = t yx viene dado por las ecuaciones (57) y (64). 
En la figura 108 (6) se ve el modo de actuar sobre un elemento 
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infinitesimal separado de la viga alrededor del punto A, dedu- 
cido del sentido con que actuan M y V. Siendo este elemento 
infinitesimal puede suponerse que <j x y r xy son constantes a lo 
largo de el y, por tanto, el elemento infinitesimal citado esta en 
el mismo estado de fatiga que el elemento de dimensiones fini- 
tas de la figura 37 (a). En aquel caso (vease pag. 44), vimos 
que las fatigas ligadas a las caras de un elemento tornado del 
cuerpo en estado de solicitation varian con las direcciones de 
estas caras y que es posible escoger las caras de tal forma que 
solamente se presenten fatigas normales (vease pag. 45). Estas 
direcciones se llaman principals y las fatigas correspondientes, 
fatigas principales. La magnitud de estas fatigas puede encon- 
trarse por las ecuaciones (31) y (32), sustituyendo en ellas 
a„ = 0. De este modo se obtiene 

<W = ~ + j/(|) 2 + t«/, (72) 

°* =-2— y [2) + V- (73) 
Donde se ve que a m(a es siempre extensi6n y a mla siempre 
compresion. Conociendo las fatigas principales la fatiga cortante 
maxima en el punto sera (ecuaci6n 34) 

r mi , = - 2 =1/(2) + V (74) 

Para determinar las direcciones de las fatigas principales, 
puede utilizarse el circulo de Mohr. Para un punto tal como el 
A —fig. 108 (b) — , el circulo de Mohr sera el de la figura 108 (c). 
Tomando la distancia OF = a x y DF = t^, el punto D re- 
presentara las_fatigas sobre los lados be y ad del elemento. 
La distancia OF se ha tornado en la direccion positiva de a y DF 
hacia arriba, por ser a x una fatiga de extension y por dar un par 
en el sentido de las agujas del reloj las fatigas cortantes z xy que 
actuan sobre los lados be y ad. El punto Z), representa las fatigas 
ligadas a las otras caras (ab y dc) del elemento, en las que la fa- 
tiga normal es cero y la fatiga cortante es negativa. El circulo 
construldo con DD l como diametro determina a mix = OA y 
ffmin = — OB. De la misma figura se deduce el angulo 2 9, y la 
direccion de a mai en la figura 108 (6) se obtiene tomando el an- 
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gulo <p a partir del eje x, en el sentido de las agujas del reloj. 
Como ya sabemos, a mia es perpendicular a a m&x . Tomando una 
seccion m$i x a la derecha de la carga P — fig. 108 (a) — y consi- 
derando un punto A por encima de la linea neutra, las direcciones 
de las fatigas ligadas a un elemento abed tornado alrededor de A 
seran las de la figura 108 (d). El circulo de Mohr correspondiente 
se ve en la figura 108 (e). El punto D representa las fatigas li- 
gadas a las caras ab y dc del elemento abed y el punto D Y las 
fatigas sobre las caras ad y be. El angulo 9 y la direccion d3 
las fatigas principales seran los de la figura 108 (d). 

Si tomamos un punto en la superficie neutra, a x valdra cero 
y el elemento en este punto estara sometido a esfuerzo cortante 




puro. LaB direcciones de las fatigas principales formaran an- 
gulos de 45° con los ejes x ey. 

Se puede, repitiendo para diversos puntos las construcciones 
detalladas anteriormente, determinar dos sistemas de curvas 
ortogonales cuyas tangentes tengan en cada punto las direc- 
ciones de las fatigas principales en ese punto. Estas curvas no 
son otra cosa sino las envolventes de las direcciones principales 
y se denominan ctrayectorias de las fatigas» o lineas isostaticas. 
La figura 109 muestra las trayectorias de las fatigas principales 
para el caso de una viga de secci6n rectangular en mensula car- 
gada en el extremo libre. Todas las curvas cortan a 45° a la su- 
perficie neutra y tienen tangentes horizontales o verticales en 
los puntos en que t xy es cero, es decir, en las caras superior e in- 
ferior de la viga. Las trayectorias que dan la direccion de a m&% 
estan representadas con linea llena y el otro sistema de trayec- 
torias con lineas de puntos. La figura 110 da las trayectorias y 
los diagramas de distribucion de las fatigas a x y t xy para las di- 
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versas seccionesrectas de una viga rectangular simplemente apo- 
yada bajo ia acci6n de una carga uniformemente repartida. 
Se ve claramente que a x tiene su valor maximo en el centro y 
que t w es maximo eh los apoyos, lugar donde actua la maxima 
fuerza cortante 1 . 

Para calcular una viga, lo interesante es conocer el valor 
maximo de a. En la ecuacion (72) se ve que en las floras mas 
alejadas para las que es maximo el esfuerzo normal t xy , es cero, 
por lo que a z es fatiga principal, es decir, <j mix = (a-J^. Para > 
fibras mas prdximas a la llnea neutra, a x es menor; pero tene- i 
mos, en cambio, una fatiga cortante z xy que al actuar unida 
a a x puede producir en el punto una fatiga principal, dada por 

la ecuacion (72), mayor nu- 
nieYicamente que la encontra- 
da para la fibra mas alejada. 
En el caso de vigas de secci6n 
rectangular o circular, en las " 
que t„ varia de modo conti- 
nuo segun la altura, no es fre- : 
cuente este caso y la fati- 
ga (a x ) mta calculada para la fibra mas alejada en la section en 
que el momento flector es maximo es la fatiga maxima que actua 
en la viga. Hay casos, sin embargo, como en las secciones en I, \ 
en los que puede ser maxima la fatiga en puntos distintos de los 
mas alejados de la llnea neutra. La variation brusca de fatiga 
cortante que en este tipo de vigas nemos visto se presenta eri 
la union de las alas y el alma puede originar que la fatiga maxi- ^ 
ma en los puntos de est* union sea superior a la fatiga de ex- 
tensi6n (ff x ) m4x en las fibras mas alejadas. Como ejemplo, con- 
sideremos el caso de carga de la figura 108 (a) con una viga 
en I de las dimensiones del problema 1 (pag. 116): la longitud 
I = 60 cm. y P = 50.000 kilogramos. Entonces, M mix = 450.000 
kg./cm.; V mix = 15.000 kilogramos. Por la ecuacion (57), la fati- • 
ga de extension en la fibra mas alejada sera % 

_ (a*W = 604 kg./cm. 2 . 

1 En la obra de I. Wagner, ZeiUchr. d. Osterr. Ing. u. Arch it Ver. f p 
pagina 615, 1911, se disouten varios ejemplos de construccioa do \i 
yeotorias da tensiones. /f. 
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En un punto de la union del alma y las alas, las fatigas son 

604 x 26» , 
a x - — — 4 = 528,8 kg./cm. 2 ; 

tty = 35 ,4 kg./cm. 2 . 

Empleando la ecuaci6n (72) se obtiene para la fatiga prin- 
cipal el valor 

*max = 706,4 kg./cm. 2 . 

Se ve que n mi% , en la uni6n del alma y las alas, es mayor 
que las fatigas en las fibras mas alejadas y, por consiguiente, 
debe tenerse en cuenta al proyectar la viga. Las variaciones 
de a x , t xu , a miK y o min a lo largo de la altura de la viga se ven 
en la figura 111. 

Problemas 

1 . Determinar o m4x y o m f„ en un punto a 5 cm. por debajo de la 
linea neutra en una secci6n distante 90 cm. del extremo cargado de 
una viga en mensula (fig. 109), si la altura es A = 20 cm., el ancho 
6=10 cm. yP = 1.000 kg. Determinar el angulo entre a mi en este 
punto y el eje x. 

Solucidn : 

(o,) = — 67,5 kg./cm.», t x „ = 5,6 kg./om.«, <s m(ix = O^Skg./om.", 
°min = — 67,9 kg./cm. 2 . 

El angulo entre Om&x v e * e J e x 68 ^®'> medido en sentido dex- 
trorso. 

2. Determinar y para la linea neutra de una seccion si- 
tuada a 30 cm. del apoyo izquierdo en una viga de seccion rectangular 
cargada uniformemente y apoyada en los extremos (fig. 110). Las di- 
mensiones de la seccion recta son las del problema anterior, q = 5.000/3 
kg./m.; 1= 3m. 

Bespuesta: 

°mAx = — "inln = ™ kg./cm.«. 

3. Determinar la longitud de la viga en I considerada en la pagi- 
na 120, Bi (a^max es igual a c,^ en la union del alma y las alas. 

Respueata: 

I - 99 Vs cm - 

30. Fatigas en vigas compuestas. — En la practica de la in- 
genieria se usan frecuentemente vigas formadas por diversos 
pernios unidos a lo largo de la viga, de formas variadas, segun 
el material y las aplicaciones, 
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Las fatigas en este tipo de vigas se calculan corrientemente 
suponiendo que las diversas partes de la secci6n estan rigida- 
mente unidas. Los calculos comprenden: (a), el proyecto de la 
viga como un solido unico, y (6), el proyecto y separation de los 
elementos que unen las diversas partes de la viga. Para el pri- 
mero se emplean las formulas que hemos establecido para vigas 
de una sola pieza, descontando de la seccion los huecos que ocu- 
pan los roblones, tornillos, pernos, etc. Los calculos de las unio- 
nes los indicaremos por medio de ejemplos. 

Sea primeramente una viga de madera compuesta, como in- 
dica la figura 99. Las Haves introducidas entre los dos tablones se 
calculan para que absorban las fuerzas cortantes 8 —fig. 99 (6) — . 
De este modo, el calculo de a x puede hacerse por la ecuacion (57). 
Para tener en cuenta la disminucion de seccion produeida por 
las Haves y tornillos solamente tendremos en cuenta como util 
la seccion rayada en la figura 99 (c). De este modo, 

If = (lzZ^ t(2 A)3_(2c)8]. 
1 z 

Para calcular la fuerza cortante S que actua sobre cada Have 
se supone que esta fuerza es igual a la fuerza cortante distri- 
buida en una viga de una sola pieza sobre el area eb de la su- 
perficie neutra, siendo b el ancho de la viga y e la distancia 
entre los puntos medios de dos Haves consecutivas (vease figu- 
ra 99). Empleando la ecuaci6n (66) y considerando que la al- 
tura de la viga es igual a 2h en este caso, se obtiene 

„ , 3 F 3 Ve 

S = eb • = (75) 

2b2h 2 2h 

Las dimensiones de las Haves y la distancia « entre eUas de- 
beran escogerse de modo que la Have y las entaUaduras de la 
viga resistan con seguridad a los esfuerzos que las soficitan. 
Se acostumbra a suponer que las fatigas cortantes se distribu- 
yen de modo uniforme en la seccion media ax 6 de la Have y que 
la presion de las caras laterales de dichas Haves se distribuye 
uniformemente sobre las areas c X b. Representando por t la 
fatiga cortante de trabajo para las Haves y por a' t la fatiga de 



FATIGAS EN LAS VIGAS 



123 



trabajo para la compresion lateral de la madera de Haves y en- 
taUaduras, se tendran las limitaciones siguientes: 

8 _ S _ , 
ab be 

Es necesario tambien limitar la fatiga cortante para la ma- 
dera de la viga comprendida entre dos Haves. 

La fuerza cortante es tambien S y el area resistente b (e — a). 
Representando con i' t la fatiga cortante de trabajo del mate- 
rial de la viga a lo largo de las fibras, se tendra 

8 _ , 

< T t . 

b(e • — a) 

Ademas de las Haves se acostumbra a poner pernos que en- 
lazan las partes de la viga. Por la accion de la presi6n desarro- 
Uada al apretar los pernos se produce rozamiento entre las partes 
de la viga que absorbe esfuerzo cortante. Este rozamiento se 
acostumbra a despreciar en los calculos y se supone, tal como 
hemos hecho, que la totalidad de la fuerza cortante la absorben 
las Haves. Los ensayos realizados con vigas de madera com- 
puestas han mostrado que son menos resistentes que las vigas 
de una sola pieza de las mismas dimensiones l . 

Para el calculo de a x en vigas en I compuestas, el efecto de 
los agujeros para el remachado se acostumbra a tener en cuenta 
suponiendo que todos los agujeros estan en la misma seccion 
recta — fig. 112 (a) — de la viga 2 y prescindiendo de sus seccio- 
nes diametrales al calcular el /, de la seccion, que luego se ha 
de emplear en la ecuaci6n (57). 

Para calcular la fatiga cortante maxima se tiene tam- 
bien en cuenta el aligeramiento de la seccion producido por los 
agujeros del roblonado. Debe disminuirse la seccion del alma 

e — >d . 

por el efecto de los agujeros en la relacion , siendo e la ois- 



» Los experimentos realizados por el profesor E. Kidwell en el 
Michigan College of Mines muestran que las vigas de madera enm- 
puestas tienen alrededor del 75 por 100 de la resiatenoia de las vigas 
maeizaa de las mismas dimensiones. 

* Los agujeros en el alma se presentan unicamente en las secoio- 
nos eorrespondientes al roblonado de los angula.res de refuerzo. 
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tancia entre centres de agujeros y d el diametro de ellos. Por 

esto, el factor ^ se incluye corrientemente en el segundo 

miembro de la ecuacion (64) para el calculo de en el alma 
de las vigas en I compuestas. 

Este modo de calcular el efecto debido a los agujeros es una 
grosera aproximaci.6n. El estudio de la concentration de la fa- 



E i 



3 — s 



I T 

o^o'o '6 r ,_o ZJ | 

\J < i> w <-» w 



n 




2 


(d) 




y 



Fig. 112 



tiga en los alrededores de un agujero se vera mas adelante (v^ase ; 
Segunda parte). Para calcular la fuerza cortante que obra sobre 
un remache, tal como el A — fig. 112 (6) — , consideremos las do* 
secciones rectas mn y m^. Debido a la diferencia de momentos | 
flectores en esas secciones, las fatigas normales a x en las seo-\i 
ciones mn y m-^n x seran diferentes y existira una fuerza que 
tiende a deslizar el ala de la viga rayada en la — figura 112 c— , a ; 
lo largo del alma. Este deslizamiento se evita por las fuerzas dd> 
rozamiento y por el remache A. Despreciando el rozamiento, 1ft. 
fuerza que actua sobre el remache es la diferencia de las fuerzas 
que actuan en las secciones mn y m x n x del ala. La fuerza en el* 
ala para la seccidn mn es (vease ecuacion (a), pag. 108): 9 

extendi £ndose la integral al area rayada. Del mismo modo, para 
la section se obtiene f 

1 * J ? 
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La fuerza transmitida por el remache A desde el ala al alma 
sera 

8= --- J ydA. (a) 

Usando la ecuaci6n (50) y sustituyendo dx por la distancia e 
entre remaches, se obtiene 

A M = Ve. 

donde V es la fuerza cortante para la secci6n de la viga que pasa 
por el roblon A. Sustituyendo en la ecuacion (a), se obtiene 



ydA. (76) 



La integral de esta ecuaci6n representa el momento de la 
seccion del ala — parte rayada de la fig. 112 (c)- con relaci6n al 
eje neutro z. 

Se ve facilmente que el robl6n esta solicitado por esta fuerza 
total a travel de dos secciones rectr.s. Suponiendo que dicha 
fuerza S se distribuye uniformemente sobre estas dos secciones, 
la fatiga cortante en el robl6n sera 



T = ^-SfT.J"^ (7?) 



TUP 

4 



La fuerza «S produce al mismo tiempo una fatiga cortante en 
el alma de la viga a lo largo del piano ab — v6ase figura 112 (6) — . 
Suponiendo que esta fatiga se distribuye de modo uniforme a lo 
largo del area 6 x (c — d), se obtiene 



V_ 



±- f ydA. (b) 

t—.dj 

A esta fatiga producida por las fuerzas S transmitidas desde 
las alas debe anadirse la t" debida a la flexion del alma. La 
magnitud de estas fatigas se obtendra utilizando la ecuaoi6n (6), 
en la que / ydA se referira ahora a la porci6n de seccion rec- 
tangular del alma situada por encima del piano ab- De este modo 
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se llega a la expresion siguiente para la fatiga cortante en 
el alma a travel de la seccion ab: 

T ^ T ' + T »_2L._£_ fydA, (78) 

extendtendose la integral al area que aparece rayada en la figu- 
ra 112 (d). Conociendo c x y t^, pueden calcularse a mia y a mln para 
los puntos del piano ab mediante las ecuaciones (72) y (74) y 
determinarse las direcciones de estas fatigas principales. 

El calculo de las fatigas en las vigas en I compuestas hemos 
visto que exige la admision de. varias hipotesis con el fin de sim- 
plificar los calculos. Esto reduce en cierto modo la ssguridad 
en los valores calculados para las fatigas, lo que debera tenerse 
en cuenta al elegir los valores de las fatigas de trabajo 1 , reba- 
jandolos convenientemente. 

Problemas 

1. Una viga de madera compuesta (fig. 99) estA formada por doa 
tablones de seccidn rectangular unidos por Haves. Determinar la fuerza 
cortante que obra sobre las Haves, la fatiga cortante en ellas y la pre- 
sion por unidad de area en sus caras laterales si la carga P = 2.500 kg., 
el ancho de la viga 6=12 '/s cm., la altura 2h = 40 cm., el ancho de 
la Have a = 7 l / 2 em., su altura 2c = 6 l /« em. y la distanciu cntre 
centros de Haves e = 27 1 /, cm. 

JtespUesta: 

a-J.LSSJfL^- i.29o kg. 

La fatiga cortante en la Have es 

1.290 „,. . , 
T = I2i x 7| = 13 ' 7 k 8-/° m - 

La presion por unidad de area en la cara lateral es 
8 1.290 X 2 



6c 6-' x 12'- 



33 kg./cm.» 



1 Experimentalmente se ha comprobado que la rotura de vigas 
en I se debe generalmente al pandeo del ala comprimida o del alma 
(vease II. F. Moore, Universidad de Illinois, BoleUn num. 68, 1913) 
El problema del pandeo se examinara mas adelante. La influencia de 
la flexion de los roblones en la distribution de las fatigas en las vigas 
en I ha sido discutido por I. Amovlevic, Zeilschr. j. Architekt. u. Inge- 
nieurwesen, pag. 57, 1910. Los resultados obtenidos para vigas de di- 
mensiones oorrieutes iadjgan que las fatigas aumentan alrededor d« 
ua 6 por 100. 
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2. Determinar la fatiga cortante en la linea neutra de una viga 
7 

cuya alma tiene 1 „ cm. de grueso y 125 cm. de altura y cuyas alas 

estan formadas por dos pares de angulares de 15 X 15 x 1 '/« cm. 
cuando la fuerza cortante total en la secci6n sea 75.000 kg. Determinar 
tambien las fatigas cortantes en los roblones que unen las alas al alma 
si el diametro de estos roblones es 2,5 cm. y la distancia entre oentros 
de roblones e = 10 cm. (fig. 112). 

Solucidn: Para las dimensiones dadas se tiene: 

/, = 796875 cm. 4 . 

El momento de media seccion con relaci6n al eje neutro es 



ydA = 7844 cm.*. 



De la ecuaci6n (64) se obtiene 

75.000 x 7.844 



3 



393,6 kg./cm.». 



X 796875 



Si se considera el efecto de los agujeros de los roblones se obtiene 

e „„„ „ 4 



):.l6r — " 



e — d 



X 393,6 = g X 393.6 = 524.8 kg./cm.*. 



La fuerza 8 tranunitida por un rob!6n, deducida de la ecuaci6n (76). 



sera 



S = 3,C40 kg. 



La fatiga cortante en ei robl6n, ecua- 
cion (77), es: 



3 .940 x 2 
3,14 x 2,52 



401 kg./cm.» 



3. Determinar "mix en i° s puntos del 
piano ab (fig. 112), situado a 53 8 / 4 cm. de la 
linea neutra si las dimensiones de la viga 
son las del problema anterior, V = 75.000 
M = 375 x 10* kg. x cm. 

Soliuyion: De la ecuaci6n (78) se obtiene 

■cyz = 344 kg./cm. s 








M 









(b) 
Fto. 113 

y el momento fleeter 



_ «* . I A** , 



: x = 252,8 kg./cm.» 

, a = 492,8 kg./cm.» 
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4. Determinar la fuerza cortante en los roblones que enla7.an lott 
doa carriles que forman la viga de la figura 113 si el area de la seccion 
recta de un carril es A = 62,5 cm. 1 , la distancia del G de O de un oa*i 
rril a su cara inferior es c = 7 cm., el M de I de la seccion de tn<4 
carril respecto at eje que pasa por su 0 de 0 y es paralelo al eje Z e0. 
1562,6 cm.*, la distancia entre roblones es e = 15 cm. y la fuerza oor--) 
tante V = 2.500 kg. 

Soluvtrtn: v 

=- 865 kg. i 

1 



CAPTTULO V 



DEFORM A ClON DE VIGAS 
CARGADAS TR ANSVERSALMENTE 

31. Ecuaci6n diferencial de la elastiea.— Al proyectar una 
viga interesa corrientemente conocer no solo las fatigas produ- 
cidas por las cargas que la solicitan, sino tambien las deforma- 
ciones que dichas cargas producen; en muckos casos, ademas, 




f 

Fto. 114 

se impone, como criterio de caloulo, que la flecha maxima no 
exceda de cierta fracci6n de la luz. 

Sea la curva AmB (fig. 114) el eje de la viga una vez defor- 
mada por la flexi6n. Esta curva se denomina elastiea. 

Para encontrar la ecuacion diferencial de esta curva tomare- 
mos los ejes coordenados que indica la figura y supondremos que 
la curvatura de la elastiea en cualquier punto depende unica- 
mente del valor del momento flector M en este punto 1 . En este 

1 El efecto de la fuerza oortante en la curvatura se vera mas 
adelante (vea.se art. 39). Se encontrara que este efecto es generalmente 
pequeno y puede despreciarse. 
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caso, la relaci6n entre curvatura y momento es la misma que 
en el caso da flexion pura (vease ecuacion 56) y, por tanto, 

- = — -. (a) 

r EI, 

Consi'derernos dos secciones adyacentep w y separadaa. 
por ds sobre la elastica. Si representamos por 6 el angulo que 
la tangente en m forma con el eje x, el angulo que forman las 
normales a la elastica enmym, sera rf6. El pun to 0 de interseo- 
ci6n de estas normales da el centro de curvatura y denne la 
longitud r del radio de curvatura: Por consiguiente, 

1 de 



ds = rdQ 



ds 



(b) 



Con referencia al signo, debe observarse que el momento ? 
flector se toma positivo en la ecuaci6n (a) si produce concavi- 
dad hacia arriba (vease pag. 68), siendo, por tanto, positiva la < 
curvatura cuando el centro de curvatura tiene, respecto de la 
curva, la posici6n que en la figura 114. Se ve que en este caso el :! 
angulo 6 disminuye a medida que el punto m se mueve sobre la 
curva de A a B. Por tanto, a todo incremento positivo ds co- 
rresponde uno negativo c£9. Teniendo en cuenta el signo, la ' 
ecuacion (6) debe escribirse 

1—2 (0 

r ds 

En el caso, general en la practica, de que las deform a clones ? 
sean pequenas y, por tanto, la elastica de curvatura pooo aoen- 
tuada, puede escribirse con aproximaci6n suficiente 

ds~dx y 6«tg6 = ^- (d)l 

dx 

Sustituvendo estos valores aproximadoe de cte v 8 en la-; 

ecuacion (c), se obttene ; 

1 _ _d?y 

r dx 2 

La ecuacidn (a) sera entonces 



dx* 
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ecuaci6n diferencial buscada y que debe integrarse en cada caso 
particular para encontrar las deformaciones de las vigas. 

El signo de la ecuaci6n (79) depende de la direcci6n de los 
ejes coordinados. Si tomamos, por ejemplo, positivo hacia arriba 
el eje y sella necesario esoribir 

U «s — 

dx 

en vez de la ecuaci6n (d), y obtendrlamos signo mas en lugar 
de menoB en el segundo miembro de la ecuacion (79) 

Cuando estudiemos la deformation de piezas muy esbeltas, 
en las que las flechas pueden ser grandes, no se pueden haoer 
las simplificaciones (d) y debe manejarse la expression exacta 



tt = arc tg 



De donde 



d arc tg 

] rf6 \dxl dx dx 2 



d*y 



r 



ds dx ds 



(/) 



Comparando este resultado con la ecuaci6n (e) puede dedu- 
cirse que las simplificaciones que envuelven ias ecuaciones (d) 

son equivalentes a suponer que la cantidad existente en 

el denominador de la f6rmula exacta (/) es pequefia comparada 
con la unidad, y puede, por consiguiente, despreciarse l . 

Diferenciando la ecuacion (79) respecto a x, y empleando 
las ecuaciones (50) y (51), se obtiene 

dx s 

y 

EI, ^ = q. (80) 
dx* 



1 La expresi6n exacta de la curvatura (/) fue utilizada en los pri- 
meros estudios sobre el&sticas. Fue usada, por ejemplo, por L Euler, 
en su famoso libro sobre Curvas eldsticas, del que se ha pubhcado en 
noviembre de 1933, una traduccion al ingl6s en his, num. 58 (vq> 



lumea XX, 1). 
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Esta ultima ecuaci6n se utiliza a veces para estudiar la defor- 
maci6n de vigas por la action de eargas distribuidas. 

32. Flexion de una viga uniformemente cargada apoyada 
en sus extremos (fig. 63). — El momento flector en una section 
mn, a distancia x del apoyo izquierdo, es 

M = qfo_q& 

2 2 

y la ecuacion (79) se escribe 

°dx* 2 2 

Multiplicando ambos miembros por dx e integrando, se obtiene 

EI, d l == -.*J? + <£- h C, (a) 
dx 4 6 



centro de la elastica ee cero. Haciendo = 0, cuando x 



donde C es una constante de integraci6n que debe satiafacer las 
condioiones del problema. Debido a la simetria, la pendiente en el 

I 

2' 

se obtiene 

24 

y la ecuaci6n (a) se transforma en 

1 dx 4 6 24 

Integrando otra vez, 

La nueva constante de integraci6n se obtiene por la con- 
dici6n de que la flecha en el apoyo es cero, es decir, para x = 0, 
y = 0 en la ecuacion (c), lo que da C x — 0. La ecuacion de la 
eiasnca sera, por tanto, 

y = «*" + *'). (81) 
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La flecha maxima acontece en el punto medio de la luz. 



Haciendo x = - en la ecuacion (81) se encuentra 

5 ql* 

384 EL 



(82) 



La pendiente maxima acontece en el extremo izquierdo de 
la viga. Poniendo x = 0 en la ecuacion (6), se obtiene 



\dx' mix 



It EI, 



(83) 



En el caso de una mensula cargada uniformemente — figu- 



■1 I M 1 I I I I III 
— * i 



3 



j-" "'"Mn 



2 



ra 115 (a) — , el momento flector 
en una secci6n mn a distancia x 
del extremo izquierdo es ? { 

2 

y la ecuacion (79) se escribe 

da; 2 2 
La primera integration da 

BJ^-ZZ+O. (a) 
dx 6 

La constante de integraci6n se obtiene por la condici6n de 

dy 

pendiente nula en el extremo empotrado, es decir, ^ = 0 para 

x = I. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (a) se en- 
cuentra 

0 — £. 
6 



Fiq. 115 



La segunda integraci6n da 

ELy^-^+O,. (b) 
* 24 6 

La constante Cj se encuentra por la condici6n de flecha nula 
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en el extremo empotrado. Sustituyendo, por tanto, x — I e 
y = 0 en ia ecuacion (6), se obtiene 

8 

Escribiendo este valor de C x en la eouaei6n (b) tenemos 

y = { x i —4:Px+3l i ). (84) 
y 2±E1. : 

Esta ecuaci6n corresponde, por consiguiente, a la elastica 
de una mensula cargada uniformemente. Si la mensula tiene em- 
potrado el extremo izquierdo en lugar del derecho —fig. 115 (6) — , 
la elastica se obtiene escribiendo (I — x) en lugar de x en la 
ecuacion (84). De esta forma se encuentra 

w = — 2— (x* — 4 lx s + 6 Px*). (85 ) 

V 24 EI, 

Problemas 

1. Una viga de madera simplemente apoyada y cargada de modo 
unifoime tiene de vano 3 m. Hallar la flecha maxima si {a z )mbx = 
kg. /cm. 1 , E = 10* kg./cm.' y q = 7 kg. /cm. 

2. Hallar la altura de una viga de acero en I, simplemente apo- 
yada y uniformemente cargada, cuya luz es 3 m., si la fatiga maxima 
por flexion es 1.200 kg./cm. a y la flecha maxima 3 mm. 

3. Una mensula de luz 3 m. cargada uniformemente tiene una fle- 
cha en su extremo igual a 0.01J. iCual es la pendiente de la elastica 
en dicho extremo? 

4. {Que volado debe tener una mensula uniformemente cargada 
si la flecha, en el extremo libre, es 2,6 cm. y la pendiente de la elas- 
tica en el mismo punto es 0,01 ? 

5. Una viga de acero en I, cargada uniformemente y simplemente 
apoyada en sus extremos, tiene una flecha en el centro de 8 mm. La 
pendiente de la elastica en los extremos es 6 = 0,01. Hallar la altura 
de la viga si la fatiga maxima por flexion es o = 1.400 kg. /cm.'. 

Solution: Utilizaremos las f6rmuias conocidas 

X - JL ii* fl - & - ^ v h 

384 EI' V ~24EI' aa ** ~ 8 X 27* 

De las dos primeras se deduce: 

5 8 0,8 
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La segunda f6rmula da: 
ql* 3 EQ 
81 ~ I 



3 x 2 X 10° X 0,01 
256 



Sustituyendo en la tercera formula se obtiene 
2 x 1.400 x 256 



h = 



3 x 2 x 10* x 0,01 



12 cm. 



m 



Via. 116 



33. Deformaei6n de una viga simplemente apoyada por una 
carga concentrada. — En 

este caso el momento Sec- 
tor tiene dos expresiones 
diferentes (veanse pags. 71 
y 72), segun que conside- 
remos el trozo a la izquier- 
da de la carga o el que esta 

a la derecha (fig. 116). Con esta consideration tendremoa 

EI Z — = — — x para x <> a 
dx* I 

y 

El'^V^— — x + P{x — a) para x^a. 
&x % I 

Integrando estas ecuaciones se obtiene 
dy Pbx* , P(x — a) a 



(a) 



21 



2 



+ <7, para x ^ a 



Como los dos trozos de elastica deben tener la tangente 
comun en el punto de aplicacion de la carga P, las expresiones 
de la pendiente (a) deben ser iguales para x = a. De ello se de- 
duce que las constantes de la integration son iguales, es decir, 
G = C v Integrando por segunda vez, despues de sustituir <7, 
por C, se obtifene 

E j i y = ^ : f^ + Cx + C 2 para x^a 



Pbx* , 



6/ 

P(x — af 



(b) 



-f- Cx + C 3 para x^a 
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Como los dos trozos de la elastica tienen la misma flecha en 
el punto de aplicacion de la carga, las expresiones (b) deben ser 
iguales para x = a. De ello se deduce que C 2 = G z . Finalmente, 
para determinar las dos constantes C y C 2 haremos uso de que 
la flecha en los apoyos es nula. Poniendo j;=0e^ = 0en la 
primera de las dos ecuaciones (b), sale 

C t = G s = 0. ( C ) 
Escribiendo y = 0 y x = I en la segunda de las expresio- 
nes (6), obtendremos 

0 _ Pbl P6« _ Pb (P — 6») 
6 6/ 61 
Snatituyendo los valores (c) y (d) de las constantes en las 
ecuaciones (6) de la elastica, resulta 
Pbx 

EI *y = — (P — 6* — x l ) para a; ^ o (86) 
6t 

y 

EI,y = ^ (/a - 6« - s») + P ^ - a )" para s^a. (87) 
6 1 6 

La primera de estas ecuaciones da las flechas para el trozo 
izquierdo de la viga, y la segunda las da para el trozo derecho. 
Sustituyendo el valor (d) en las ecuaciones (a), se tiene 

EI *dX = o7 ( * 2 — ' 6xt) para X ~ a 



EI 't-Ti {F - b% -^ +l ^P l p- a x ^ a - 



(«) 



Mediante estas ecuaciones se calcula facilmente la pendiente 
de la elastica en cualquier punto. Haciendo x = 0 en la pri- 
mera de las ecuaciones (e)* y x = I en la segunda, se obtienen 
las pendientes 0 X y 0 2 en los extremos de la viga 1 , 

,dy\ = _Pab(l + a)^ 
2 \dxj x=l 61EI 2 1 ' 



1 Para pequeiias curvaturas, caso general, las pendientes 0, y 0, 
son numericaniente iguales a los angulos de rotaci6n de los extremos 
de la viga durante la flexi6n, tomando positivas las pendientes cuando 
los giros son en el sentido de las agujas del reloj. 
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La flecha maxima acontece en el punto en que la tangente 
a la elastica es horizontal. Si a> b como en la figura 116, la 
flecha maxima corresponde evidentemente al trozo izquierdo de 
la viga. Se encuentra su posicion igualando a cero la primera de 
las ecuaciones (e), 

I* — b* — 3x* = 0, 

de donde 

VI 2 ~ 6 a 



V3 



(/) 



valor de la abscisa a partir del extremo izquierdo del punto de 
la flecha maxima. Para hallar dicha flecha maxima se sustituye 
la expression (/) en la ecuacion (86), y se obtients 

Pb(JP — b')i 

Si la carga P se aphca en el centro de la luz, la flecha ma- 
xima acontece evidentemente en esta parte tambien. Su valor 

se obtiene poniendo 6 = ^ en la ecuaci6n (y), lo que da 

ly) x J=U—. (90) 

De la ecuaci6n (/) se deduce que en el caso de una carga 
concentrada la llecha maxima se produce siempre en un punto 

pr6ximo al centro de la viga. Cuando b — 5, acontece en dicho 

centro; en el caso limite, cuando b es muy pequeno y P actua 

I 

en el apoyo, la distancia x dada por la ecuaci6n (/) es y el 
punto de flecha maxima esta solamente a una distancia 

-L — - = 0,077/ 
A/3 2 

del centro de la viga. Debido a esto la flecha en e! centro es una 
buena aproximacion de la flecha maxima. Haciendo x = \ en la 
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ecuacion (86), obtendremos para la flecha en el centro el valor 

Ph 

a>b 48£-7 2 

La diferencia entre las flechas (g) y (91), en el caso mas des- 
favorable, cuando 6 tiende a cero, es solamente un 2,5 por 100, 
aproximadamente, de la flecha maxima. 



Problemas 

1. Hallar la posici6n de la carga P (fig. 116) si la relacion entre 
los valores numericos de los giros en los extremoa de la viga es 

1 Ox I 3 

I e 2 1 4 ' 

2. Hallar la diferencia entre la flecha maxima y la flecha en el 
centro de la viga de la figura 116, si 6 = 2a. 

3. Hallar la flecha maxima en la viga de la figura 116, si AB es 
una I de 20 cm. de altura del catalogo de Altos Homos, y a = 3,60 m., 
b = 2,40 m. y P = 1.000 kg. 

4. jCual sera la flecha maxima si la viga en I anterior se susti- 
tuye por una viga de madera de seccion 25 X 25 cm. El m<5dulo de 
elasticidad de la madera es E = 10 5 kg./cm. a . 

34. Modo de encontrar las deformaciones en la flexidn uti- 
lizando el diagrama de momentos flectores. Metodo de super- 
posicion. — En artlculos anteriores se ha visto que la curva de 
flexion de una viga prisinatica de seccion constante, llamada 
tambien linea elastica, o «simplemente elastica* , puede determi- 
narse integrando la ecuacion diferencial (79). En algunos casos, 
sin embargo, basta conocer la deformation en un punto deter- 
minado, y el problema se simplifica utiUzando el diagrama del 
momento flector tal como se indica a continuaci6n 1 . 

En la figura 117, AB representa un trozo de elastica, y 
la parte correspondiente del diagrama de momentos flectores. 



1 El empleo del diagrama del momento flector para el calculo de 
deformaciones en vigas ha sido dosarrollado por O. Mohr (vease Zeitschr. 
d. Architektem und Ingenieur Vereins zu Hannover, pag. 10, 1868). Vea- 
bh tambien O. Mohr, Abh&ndlangen ana dem Gebiete der Techniachen 
Mechanick, pag. 294, Berlin, 1906. Un metodo analogo fue desarro- 
Uado independientemente de O. Mohr por el profesor C. E. Green, 
University of Michigan, 1874. 
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Dos secciones adyacentes de la viga, separadas por la distan- 
cia ds, forman despu6s de la flexion un angulo cJ8, y por la 
ecuaci6n (56), 

— - ds. 
EL 



dO = - ds = 



Para las vigas que corriente- 
mente se usan la curvatura es 
muy pequefia y puede sustituir- 
se ds por dx. De este modo, 

dQ = — (Mdx). (a) 
EI Z 

Interpretada graficamente, la 
ecuacion (a) indica que el angu- 
lo elemental dd, entre dos nor- Fig. 117 
males o dos tangentes consecu- 

tivas de la elastica, es igual al area elemental rayada Mdx de 
la superficie de momentos dividida por la rigidez si la flexidn l . 
Como esto se verifica para cada elemento, el angulo finito 6 
que forman las tangentes en A y en B se obtendra sumando 
los elementales de las ecuaciones (a). Es decir, 




6 



[* 1 
J a EI, 



Mdx, 



(92) 



y, por tanto, el angulo entre las tangentes en dos puntos A y B 
de la elastica es igual al area del diagrama de momentos flecto- 
res, comprendida entre las verticales correspondientes, dividida 
por la rigidez a la flexion de la viga. 

Consideremos ahora la distancia del punto B a la tangente 
AB' en el punto A. Recordando que la elastica tiene pequefia 
curvatura, esta distancia puede medirse sobre la vertical BB'. 
La parte de esta vertical inter ceptada por las tangentes corres- 
pondientes al elemento mn vale 

Mdx 



xdQ= 



EI, 



1 La eeuaciori (a) es homogenea: d8 se mide en radianes, es decir, en 
un numero abstracto: Mdx, en cm. kg. X cm. El^en kg./cm.'x cm. 4 . 
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lo que representa -^j- del momento del area rayada Mdx res- 
pecto a la vertical de B. Por integration, el valor de BB' sera 

BB' = $ = f S —xMdx, (93) 
J a EI t 

y, por tanto, la distancia de B a la tangente en A es igual al 
momento con relation a la vertical de B del area del diagrama 
de momentos flectores comprendida entre las verticales de A 
y B, dividido por la rigidez EI Z de la viga a la flexion. Utili- 




Fig. 118 

zando las ecuaciones (92) y (93), la pendiente de la curva de 
flexion y el corrimiento de los centros de gravedad de las sec- 
ciones de la viga puede calcularse con facilidad. Mas adelante 
expondremos algunos ejemplos y discutiremos los resultados. 

Es interesante notar que la deformation de una viga de rigi- 
dez a la flexion dada (vease ecuacion 93) esta determinada por 
el diagrama del momento flector. De ello se deduce una conse- 
cuencia importante. De la definici6n de momento flector (ar- 
tfculo 19) se deduce que el producido en una section mn de una 
viga por varias cargas que obran simultaneamente es igual a la 
suma de los momentos producidos en la misma secci6n por las 
diversas cargas obrando por separado. Teniendo en cuenta la 
ecuacion (93), deducimos que la deformation producida en un 
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punto de una viga por un sistema de cargas que actuan simulta- 
neamente puede obtenerse sumando las deformaciones produci- 
das en ese punto por cada carga aislada. Por ejemplo, si se co- 
noce la elastica producida por una carga concentrada (ecuacio- 
nes 86 y 87), la que producen varias cargas se obtiene por simple 
sumacion. Este metodo de calcular las deformaciones se deno- 
mina dmetodo de superposition*. El calculo de las integrates (92) 
y (93) se simplifica usando formu- 
las referentes a areas y centros de 
gravedad. Algunas de ellas se dan 
en la figura 118. 

35. Elastica de una viga en 
voladizo. — En el caso de una viga 
en voladizo con una carga concen- 
trada en su extremo — fig. 119 (a) — , 
dado que la tangente en el extremo 
empotrado A permanece fija y ho- 
rizontal en la deformation, las dis- 

tancias a ella, verticalmente contadas, desde todos los puntos de 
la elastica, ■ no son otra cosa que los corrimientos o flechas de 
cada uno. El angulo 0 ft , que la tangente en B forma con la tan- 
gente en A por la ecuacion (92) 1 , sera 




Fig. 119 



PI. I 

1 



1 

EI, 



PP 
2 EI, 



(94) 



La flecha S, calculada por la ecuacion (93) como el momento 
del area aba v respecto a la vertical de b dividido por EI Z , es 



S = PI • - • - I 



PI 3 



2 3 EI Z 3EL 



(95) 



El giro de cualquier otra section, tal como mn con relation a la 
de empotramiento, es el area m'n'aa 1 de la figura 119 (b) divi- 
dida por EI Z . 

En el caso de curvaturas pequefias, como acontece en las 



1 Se calcula el valor numerico del giro. Su sentido se deduco 
facilmente viendo el modo de actuar las cargas. 
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elastieas de las vigas, el angulo 9 puede igualarse a su tangente 
y se obtiene 

a dy_ PP |\ _ ( l — *) 21 



0 = 



dx 2 EI 



— Tl ( *~* )2 1 
5^1 P J' 



(96) 



La flecha y para la misma seccion es el momento del area 
m'n'aa^, respecto a raV dividido por EI, (vease ecuaoi6n 93). 
Descomponiendo este area en el rectangulo y triangulo indica- 
dos en la figura, se obtiene t 

1 \nn ,x*.Px*2x] P llx* x*\ 

Para una viga en voladizo sometida a la action de una carga 
concentrada P, obrando a una distancia c del empotramiento, 
el diagrama de momentos flectores sera el de la figura 120 (6). 

El giro de cada secci6n res- 
pecto a la de empctramiento, y 
la flecha para las secciones situa- 
das a la izquierda de la carga 
vendrlan dados por las ecua- 
ciones (96) y (97) reemplazando 
I por c. Para las secciones a la 
derecha de la carga el momento 
Sector y, por tanto, la curvatu- 
ra, son nulos; es decir, esta parte 
de la viga permanece recta en la flexion. El giro de cada seccion, 
respecto a la de empotramiento, es constants e igual al de D; 

vale, por tanto (ecuacion 94), ^j- . La flecha para una seccion 

cualquiera mn es el momento del area del triangulo aa x d, res- 
pecto a la vertical m'n' dividido por EI Z , o sea 




Fig. 120 



V ~EI t 2 V 3/ 



(98) 



En el caso de una m6nsula con carga uniforme de intensi- 
dad q —fig. 121 (a)—, el momento flector en una seccion cual- 
quiera mn, distante x del extremo empotrado, es. 

q(l — *i)* 



M 



2 
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El giro respecto a la seccion de empotramiento de otra situa- 
da a una distancia x de ella sera (ecuacion 92) 



6 



= d l = ±. f 
dx EI, Jo 



' 2 EI A 



]• (99) 



2 1 2EI,\ 3i 

El giro de la seccion B se obtiene sustituyendo x por I en la 
ecuaci6n anterior, y es 

( d V\ _ I 1 * 



n = 



GEL 



(100) 



La flecha en cualquier seccion si- 
tuada a la distancia x del extremo 
empotrado es el momento del area 
aa^cd, respecto a la vertical cd dividi- 
do por EI, —fig. 121 (6)-. El mo- 
mento del elemento de dicha area, ra- 
yado en la figura, e3 



2- 
M 

1 'a 
y 



dx. I 



— X,— 






a 


k 




/ 








Fig. 


121 



(x — xj 



dx t 



y el momento total es la integral de esta expresi6n, desde x l = 0 
hasta = x. Tendremos 

El, 2 Jo 

_j_ x*\ 
\~2~ 3 12/ 



o sea 



V = 



_ far 3 
2 EI, \ 2 3 

La flecha en el extremo x = I sera 



(101) 



(102) 



El mismo problema puede resolverse facilmente usando el m>l 
todo de superposicion. La carga uniforme puede considerarse 
oomo un sistema de cargas infinitesimales qdc, tales como Ta 
rayada en la figura 122. La flecha producida en la secci6n recta 
mn, por cada carga elemental qdc situada a su izquierda, puede 
encontrarse por la ecuacion (98) sustituyendo P por el valor qdc. 
La flecha y v producida por la carga total situada a la izquierda 
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de mn, es la sum a de las flechas producidas por las cargas ele- 
men tales, variando c desde c = 0 hasta c = x: 

r4 



2^?~ 7' 



La flecha producida en la seccion mn por una carga elemen- 
' tal qdc v situada a su derecha, se en- 
cuentra por la ecuacion (97) sustitu 
yendo P por qdc^ y I por c r La fle- 
cha y 2 , producida en mn por la carga 
total situada a su derecha, es la suma 
de las producidas por todas las cargas 
elementales en las condiciones dichas. o 
sea variando Cj desde Cj = x a c x = I: 

1 P fax 1 x 3 \, q I x* . xW W\ 

V * = M t I " ( T - 6 ) * = 2M.r 6 + T " T )' 




La flecha total de la seccion mn sera 

2 



2/ 



, * 4 \ 



igual a la hallada anteriormente (ecuacion 101). 



•v 



Problemas 

1. Determinar la flecha y el giro de la viga en voladizo del pro- 
blema 9, pagina 104. 

Solution : 

s ^ PI' + gl* _ 



ZEI Z ^ 8EI t 

2. Determinar la flecha de la cabeza del pilar representado en la 
figura 94. 

Solucidn: El momento f lector en cualquier seccion mn a una dis- 
taj.cia x de la cabeza es 

Wx 3 



3/ 2 



1 



donde W = ^ dl 3 es la fuerza que la presi6n hidrost&tica transmits a 
un pilar. Utilizando la ecuacion (93), la flecha en la cabeza del pilar as 
" W [ l xHx WP 
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3. Determinar la i'lecha y el giro en la secci6n extrema de una viga 
en voladizo flexada por un par M (fig. 123). 
Respuesta : 

MP (dy\ Ml 

2 El z ' \dxJn~ EI t ' 



(y)x- 



4. Dos vigas rectangulares de madera estan enlazadas en el ex- 
tremo izquierdo (fig. 124) y se flexan apretando el perno del extremo 
derecho. Determinar el diametro d del perno para que los coeficientes 







b 


♦ 




n 




h 


•'• *' 


h 




t 












. — /_?' 







Fig. 123 



Fig. 124 



de seguridad de las vigas de madera y del perno de acero sean los mis- 
mos. L« longitud de las vigas I = 90 cm., la altura h => 20 cm., el an- 
cho 6=15 cm., coeficiente de trabajo para ei acero <s t = 960 kg./cm. a , 
coeficiente de trabajo para la madera 96 kg./cm. 1 . Determinar la 
flecha de las vigas cuando el esfuerzo de extensidn en el perno sea 
960 kg./cm. 1 . 

Solucidn: Si P es la fuerza en el perno, la ecuacion para determinar 
su diametro es 

4P 

ltd* 

de donde 

ltd* 

y P = 960 X ~ =. 1.065 kg. 



1,19 cm. 



6P;_960 

bh* ~ 96 ~ 10 ' 



12 X 10* kg./cm. *, se deduoe 



De la ecuaci6n (95), tomando E 
8 = 2,16 mm. 

5. jCual sera la relacion de las flechas en los extremos de los vola- 
dizos de la figura 125, si la intensidad de la 
carga uniformemente repartida es la misma 
en ambos casos? 

Respuesta: 

7 : 41 

6. {Cual debe ser la ecuaci6n del eje de la 
barra A B antes de flexarse, si la carga P, cual- 
quiera que sea el punto de la barra en que ac- 
tue, queda siempre, al deformarse la barra, al nivel de A\ (fig. 126). 

Respuesta: 

Px* 

y = 




Fio. 125 



3 EI, 



Rbsistbwcta t>* w atesialbs. — T. I 



10 



146 



RESISTENCTA DE MATEBIALES 



7. Determinar la flecha de seguridad de la viga de la figura 123 
cuando se de el coeficiente de trabajo a t . Determinar lo mismo para tm 
voladizo cargado en su extremo (fig. 119). 

Bespuesta: 

O Eh' (2) 8 3 Eh 

8. Un disco circular N de radio R (fig. 127) produce en una pletina 
delgada de acero de grosor h una atraccion de q kg./cm.* unifornieiiien- 




Fiq. 126 Fig. 127 



te distribulda. Determinar la longitud I de la parte de pletina AO 
no adherida y la fatiga maxima en ella si h = l /* mm., R =■ 7,5 cm. 
y g = 1,2 kg./cm. 1 . 

Solwidn: La longitud de la parte de pletina que no apoya en el 
disco puede determinarse estableciendo la condici6n de que en el pun- 
to 0 la curvatura producida por la carga umtormemente diatribuida 

sea igual a .g. Por conaiguiente, 

qP El t 

de donde 



, l/2ETi „ 1 



qR 3 

El esfuerzo maximo esta determinado por la ecuaci6n 

<W=|| = 3.333 kg./cm.». 

9. Determinar las flechaa de las mensulas de la figura 68, supo- 
niendo que el material es acero, que la altura de cada viga es 25 cm. y 
que la fatiga maxima por flexi6n es 1.200 kg./cm. a 

36. Elastica de una viga apoyada en los extremos.— Consi- 
deremos primeramente el caso de una carga unica. El diagrama 
de momentos flectores es el triangulo a 1 b i j 1 de la figura 128 (6). 

Su area es —jr, y su oentro de gravedad esta a la distancia -^p 

de la vertical que pasa por el apoyo dereoho. La distancia 8 del 
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extremo B a la tangente en A se obtiene por la ecuaci6n (93), y es 

s _ 1 Pab 1+ b _Pab(l + b) 
X 



EI, 2 3 6EI, 

El giro 6 1 de la secci6n extrema izquierda de la viga sera, 



por tanto, 



8 Pab (I 4 6) 

u, = - = , 

I QlEI, 



(«); 



lo que coincide con la f6rmula (88) l . 

Supongaraos ahora una viga o,6j apoyada en los extremos 
y cargada con una carga repartida dada por el diagrama de 




momentos flectores aji^. La reacci6n B producida por esta 
carga en el apoyo izquierdo sera 



Pab l+b 1 Pab (I + b) 

X x ~ — ■• 

2 3 I 61 



Comparando este resultado con la ecuacion (a) se ve que el 
giro de la seccion extremo izquierda de la viga dada es igual 
a la reacci6n en el apoyo izquierdo de la viga auxiliar a 1 b 1 , divi- 
dida por EI t . Para simplificar suele llamarse a la viga viga 
conjugada de la dada. Por el mismo razonamiento puede encon- 



Notese que a -= I — 6. 
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trarse el giro de la seccion extrema derecha; para dar a este 
giro 6 X el signo apropiado debe tomarse con signo menos la 
reacci6n en el extremo derecho de la viga conjugada. 

Para calcular la pendiente en eualquier punto d de la elas- 
tica basta (fig. 128) restar del angulo Q v en el apoyo A, el an- 
gulo 8 que forman las tangentes en A y en el punto d de la 
elastica. Empleando la ecuacion (92) para el caleulo del angulo 8 
se tiene 

dx 1 BI. y 

El primer termino del parentesis es la reaccion en el apoyo 
izquierdo de la viga conjugada a^, y el segundo es la carga en 
la viga conjugada a la izquierda de la seccion mn. El parentesis 
completo representa, por consiguiente, la fuerza cortante en la 
seccion mn de la viga conjugada. Es decir, que el giro de la viga 
primitiva en un punto cualquiera d puede obtenerse dividiendo 
la fuerza cortante en la secci6n correspondiente de la viga con- 
jugada por EI Z . 

La flecha y, correspondiente a un punto d de la viga a la 

izquierda de la carga P, es 

y = ce — de. W 

En el triangulo Ace se tiene 

donde B es la reacci6n en el apoyo izquierdo de la viga conju- 
gada El ultimo termino del segundo miembro de la ecuaci6n (6) 
representa la distancia del punto d respecto a la tangente Ae, y 
aplicando la ecuacion (93) vale 

~de = — area Aa.mn • - x. (<*) 
EI, 3 

Sustituyendo (c) y (d) en (b), se obtiene 

y = — I Ex — Ac^mra . - x\ • («) 
y EI,\ 3 / 

La expre«6n dentro del parentesis tiene un signirloado sen- 
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cillo: representa el momento Hector en la seccion mn de la viga 
conjugada. Es decir, la flecha en cualquier punto de una viga 
apoyada en sus extremos puede deducirse dividiendo el mo- 
mento Sector en la seccion correspondiente de la viga conju- 
gada por EI Z . Sustituyendo en (e) en lugar de E su valor, y 
teniendo en cuenta que 

Pbx 2 

area Isa^mn — 



21 



se obtiene 



1 r 



Pabx (I + b) Pbx 6 



61 



61 



Pbx 
61EI, 



Este resultado concuerda con la ecuacion (86), obtenida an- 
teriormente por integracion de la ecuacion diferencial de la elas- 
tica. La flecha para un punto si- 
tuado a la derecha de la carga P 
puede calcularse de modo ana- 
logo. El resultado sera el que 
indica la ecuaci6n (87). 

En el caso de un sistema de 
cargas cualesquiera, la flecha 
para cada seccion de la viga pue- 
de obtenerse mediante las ecua- 
ciones del caso de carga unica y 
la aplicacion del metodo de su- 
perposici6n. Este metodo es tam- 

bien aplicable al caso de una carga distribuida. Como ejemplo 
resolveremos el caso de una viga apoyada con carga unifor- 
memente distribuida (fig. 129). De la ecuacion (a) se deduce que 
el giro producido en el apoyo A por la carga elemental qdb de 
la figura es 

qabdb (I + b ) _ qb (I 2 — 6 2 ) db 
61EL ' 




d8, 



6 IE I, 



El angulo total 8 X se obtendra integrando para b entre 
b = 0 y b == I : 

i qbdb (P — b*) _ _qP 
61EI, ~ 24 EI 



6, 



(/) 
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El mismo resultado se obtiene calculando la reacci6n en el 
apoyo a de la viga conjugada ab. 

La flecha en el centro puede calcularse por la ecuacion (91), 
que se dedujo en la hipotesis de que la carga estaba a la derecha 
del centro. Si la carga esta a la izquierda del centro, puede usar- 
se tambien dicha ecuacion, pero en este caso b debe tomarse 
como la distancia de la carga al apoyo izquierdo. Cualquier 
carga elemental qdb, situada a la derecha del punto medio de 
la yiga, produce una flecha en dicho punto medio de valor 

(<w tE= J2«A ( 3Z°-46*). 

V y '*~* 48 EI, 

Sumando todas estas flechas y observando que las cargas de 
la mitad izquierda de la viga producen las mismas flechas que 
las cargas de la mitad derecha, se obtiene 



Wx » Jo 48EI, .384.01, 



48,07/ .384 EI f 



Los resultados (/) y (g) coinciden con las formulas (83) y (82), 
obtenidas anteriormente integrando la ecuaci6n diferencial de la 
elastica. El mismo resultado se obtiene dividiendo el momento 

flector en el centro de la viga conju- 

T~ c — TnTTTTTTTT rf ~1 gad& _fig - 129 (6) ~ P ° r V' 
£ 1 11 1 1 1 1111 1 a El metodo de superposicion pue- 

F IG de usarse tambien en el caso de que 

la carga distribuida cubra solamente 

parte de la luz, como en la figura 130. La flecha producida en 

el centro de la viga por la carga situada a su derecha es 



riqb_db_ l2 _ 

1 I 481?/, 



La carga situada a la izquierda del centro de la viga produce 
la flecha 



ijMb^ (3 p_ 46<)< 

48 EL 
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La flecha total en el centro sera por consiguiente 
i 

qbdb 



o = o\ + oV 



-f: 



48EI 



(3Z 2 — 4ft 2 ) + 



/*2 qbdb_ 
Jo 482?/, 



(3Z a — 46»). 



En el caso de una viga simplemente apoyada AB solicitada 
por un par aplicado en el 
extremo (fig. 131), el dia- 
grama del momento flector 
es el triangulo abd de la figu- 
ra 131 (b). Considerando ab 
como viga conjugada, la car- 
Ml 

ga ficticia total es Las 





m 1 \ 




r- <i 


y 

m, 


0) 


e 

C 




Mljt 

a) 





M 



reacciones en los extremos 

de la viga conjugada son por 

Ml Ml 
consiguiente — y — • 

Los giros en las secciones extremas de la viga real seran 



Fig. 131 



ft Ml 



e.= 



Ml_ 
SEI^ 



(103) 



(104) 



El signo del giro en el extremo derecho es negativo. 

La flecha en una section mn de la viga se obtiene dividien- 
do el momento flector en la secci6n correspondiente ro^ de la 
viga conjugada por EI Z , lo que da 

_ }_(Ml _Ml & x\ = Mlx_ [ x _t\ 

y ~Ji\j x 2 ' Z 2 ' 3/ 6Si t \ n 



(105) 



Problemas 



1. Determinar los angulos en los apoyos y la flecha en los puntos 
de aplicaci6n de las cargas de la viga de la fisrura 132. 

Solucidn: La viga conjugada estara cargada con el trapeeio adeb, 
cuya area es Po (I — c). Los angulos en los extremos son: 

1 Pc(l— c) 
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La flecha en los puntos de aplicacifin de las cargas 



1 [Pc t (l — c) Pc 2 c"| Pc*// 1 \ 

'w,[ — 2 t •3\-wM~3 e r 



La flecha en el centro, eouaci6n (91), sera: 

2. Determinar los giros en las secciones extremas de la viga de 
la figura 88. 
Beapuesta: 

7 Wl* 



(dy\ J_WP fdy\ 8_ Wl* 

We's-o 180 ElJ ySxj^i" 180 EU 

3. Determinar la flecha en el centro de la viga AB (fig. 133), 



<__ . 



Pie 



Fig. 132 



Fig. 133 



siendo I„ =■ 3,600 cm. 4 , g = 800 kg./m., i = 7,20 m., a =- 3,60 m., 
b = 2,40 m., B = 2 x 10" kg./cm. 1 . 

Solucidn: Debido a que a = ^ la flecha producida en el centro 

por la carga que actua en la mitad izquierda de la viga, ecuacion (82), ea; 

_1_5_ qP_ 
- 2 384 ' 

La flecha producida en el centro por la carga existente en la mitad 
derecha de la viga es 



La flecha total sera: 



» qcdc (3i ,_ 4c2)= & 



jt 

48 x 162 EI,' 



(y) x =i = (f/i).-* + = V2 ' 3"8l + 48 x 162./ Ml 

4. Determinar la flecha en el centro de la viga representada en 
la figura 91, cuando la carga esta en la posicion que determina el mo- 
men to f lector maximo. 

Procedimiento: La flecha puede calcularse utilizando lu ecuacion (91) 



25 
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y el metodo de superposici6n y haciendo b = - — ^ en esta ecuacion 

I 3 

para una de las cargas y b = - — - d para la otra. 

5. Determinar las flechas 
en el centro y los angulos de A 
giro en los extremos de las vi- 
gas representadas en las figu- 
ras 67 (6) y 67 (e). Sup6ngase 
que se trata de un perfil nor- { 
mal en I de 20 cm. de altura. 

6. Determinar los angulos 
6, y 6 2 y la elastica de una 
viga simplemente apoyada en 
sus extremos sometida a la ac- 
cion del par P X c (fig 134). 

Solucidn: Las cargas para la viga conjugada son las de la figu- 
ra 134 (b). Las reacciones en t»j y 5, son: 



^T—\" 






<<0 J2 








'"fa 











00 



Fig. 134 



-if 



1 [Pea 2 



6 + i)-irr§ 6 ] ; 



1 L 2Z 

D irPco*2a Pcb 1 1 , 6\ 

Rb = l[-TTT — 2Tr + 3i 

Por consiguiente, 



e, = 



e 2 = 



Pc 
2 PEI 

Pc 



2 l 2 EL, 



:B'-(' + M-ifir.(S-- , > 



Si a = 6 = ' , se obtiene 



ttl = 6 2 : 



Pel 
24 EI. 



El momento flector en una secci6n cualquiera w,n, de la viga con- 
jugada es 



A x x- 



Pea? x* x 



Pcx 

' 2P 



lS ( 6 + l)-I 63 



Pcx 3 
6Z ' 



21 o 8 3 

Por consiguiente, la elastica para el trozo izquierdo de la viga real es 



Pcx 
2 PEI, 



Pcx 3 
6 IEI, 



• 7. Una viga apoyada en sus extremos esta flexada por dos pares 
Af, y M % , aplicados en dichos puntos (fig. 135). Determinar los angulos 
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de giro en los extremos y la posieidn de la secci6n de la viga para la 

que la flecha es maxima. 
Solucidn: 



0 2 . 



M 2 l + M,l 



ZEIi ' &E[ Z ' 3 EI t ' SEf t 

La elastica se hallara utilizando la ecuaci6n (105), y es 



y- 



M t l (I — x) 
6 EI * 



L« posici6n de fleclia maxima se encuentra derivando e»ta ecua- 

ci6n e igualando a cero la derivada. 




Fig. 135 



Fio. 136 



8. Una viga eata flexada por dos pares, tal como indioa la figu- 
ra 136. Determinar la relacion Af t : M t si el punto de inflexion de la 

elastica esta a | del apoyo izquierdo. 

Reapuesta : 



M, 



2M,. 



9. . Dos pletinas de diferentes espesores h t y h t descansan una so- 
bre otra y soportan una carga uniformemente repartida (fig. 137). 
Determinar la relaci6n entre los esfuerzos maximos que se presentan 
en cada una. 

Solucidn: Como las dos l&minas tienen la misma elastica, sus mo- 
mentos flectores estaran en la misma relacion que loa momentos de 



Fig. 137 



PI 
A 

M 



I 




1'S M 



Fig . 138 



inercia de sus secciones rectas, es decir, en la relacion h\ : h\. Los md- 
dulos resistentes de las secciones estan en la relaci6n h\ : A, y, por 
tanto, los esfuerzos maximos en la relaci6n h x : h t . 

10. Una barra de acero A B tiene una curvatura inicial tal que, al 
deformarse por la acci6n de.las fuerzas P (fig. 138), se endereza y pro- 
duce una presion uniformemente distribulda a lo largo de la super - 
ficie plana rfgida MN. Determinar las fuerzas P necesarias para el 
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enderezamiento de la barra y el esfuerzo maximo produeido en ella si 
i = 50 cm., 8 = 2,5 mm. y la secci6n de la barra es un cuadrado de 
2,5 cm. de lado. 

Solution: Para obtener una presi6n uniformemente repartida, la cur- 
vatura inicial de la barra debe ser la de la elastica de una viga apoyada 

2 P 

en sus extremos y cargada uniformemente con una intensidad — . 



Por tanto, 



2 PI* PI [a) 



5 2P I* 
8 "" 384 I EI Z ' 

El esfuerzo maximo sera 

_ - Pl h. 

De (6) y (c) se deduce: 



< 6 > 



_ 24 E8h _ 24 X 2 X 10" X 0,25 X 2,5 _ 2 4Q() k /cm , 
0mi * - ~6i» 5 X 60» 

y de (c), 

P => 500 kg. 

37. Deformacidn de vigas apoyadas y con roladizos.— La 

deformaci6n de una viga apoyada y con voladizos puede deter- 
minarse utilizando lo expuesto en los parrafos anteriores y apli- 
cando el metodo de superposi- g-,, _ 

cion. Una viga de la naturaleza a ffl ffl^Tr^g iH 4 ^jjX Ugg * 

que consideramos puede supo- |< / — -)— «— j 

nerse dividida en dos partes: una, 



entre apoyos, para la cual apli- 



caremos todo lo estudiado en la | qj 

parte de vigas apoyadas, y otra, f 

la parte volada, para la que (—7-^ ' 
aplicaremos todas las consecuen- y (c j 
cias deducidas al estudiar las vi- Fig. 139 

gas en mensula. 

Para fijar las ideas, vamos a estudiar el caso de una viga 
con un solo voladizo sometido a la carga uniformemente dis- 
tribuida q (fig. 139). La viga se divide en las partes AB y BC, y 
la acci6n del voladizo para la zona entre apoyos se reemplaza 

act? a 

por la de una fuerza cortante qa y un par M = — . fee ve que 
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la flecha producida por el par ~ de la fleoha producida por la 



la fuerza cortante se transmite directamente al apoyo y que so- 
lamente necesita considerarse el par =— . Por tanto, la flecha 
para una seccion cualquiera entre apoyos se obtendra restando 

2 

carga uniformemente distribulda de intensidad q — fig. 139 (6) — . 
Utilizando las ecuaciones (81) y (105), se obtiene 

V 2±EI Z 12 EI t \ l 2 l 

El angulo de giro en la secci6n B se obtiene mediante las 
ecuaciones (83) y (104), de las que, considerando como positiva 
la rotaci6n en el sentido de las agujas del reloj, se obtiene 

6 = V aH 1 F 
2 6 EI, 24 EI,' 

La flecha para cualquier secci6n de la parte volada — figu- 
ra 139 (c) — se obtiene superponiendo a la flecha de una viga en 
simple voladizo (ecuacidn 101) la flecha 

2 \oEI z UEI,\ 
debida a la rotaci6n de la seccion B. 



Problemas 



Determinar la flecha y el giro en el extrerao C de la viga re- 

presentada en la figura 141 (a). 
Respuesta: 




Fig. 140 



Flecha = 



Giro = 



Pa 2 (I + a) m 
3 EI, '' 
Pa(2l+ 3a) 



6 EI, 

2. En la viga representada 
en la figura 140 determinar las flechas en el extremo O y en el punto 
medio de la zona entre apoyos. 

Solucidn: La parte de la viga entre apoyos puede considerarse como 
una viga independiente de luz / apoyada libremente en sus extremos y 
sometida a la acci6n de la carga P y de los pares P^a y P t b en los ex- 
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tremos. Utilizando las ecuaciones (91) y (105) y el metodo de super- 
posici6n, la flecha en el centro sera: 

P 2 bl* 
16E[ t ' 



8 = 



Pr P,a/ 2 



El giro 6, en el apoyo A se obtiene mediante las ecuaciones (88), 
(103) y (104), y es 

_ P c <P — C *) _ p ^ _ P * bl 
filEI, 3 EI, 6EI t 



6i = 



3 EI, 

Y, por tanto, utilizando la ecuaci6n 
(95), la flecha en el punto 0 sera: 

Pi« 



3EI Z 



• oej. 




Fig. 141 



3. Una viga con voladizo esta fle- 
xada en un caso por la fuerza P, que actda en un extremo —figura 141 
'■(a)—, y en otro por la misma fuerza aplicada en el centro de la luz, entre 
apoyos —fig. 141 (6)—. Deinostrar que la flecha, en el punto D. en el 
primer caso, es igiial a la flecha en el punto C, en el segundo caso. 
Respuesta: En cada caso, la flecha en cuesti6n es 

PV l a 
10 EI,' 

4 Una viga de longitud I con dos voladizos iguales est* eargada 
con dos fuerza* iguale* genius extremos (fig. 142). Determinar la 



Ftg. 142 



Fig. 143 



relacion S para la que: I.' La flecha en el centro es igual a la flecha 



en cada extremo. 2.' 
Respuesta: 

1." 



La flecha en el centro tiene su maximo valor. 



x - 0,152 i; 



5 Una viga de madera de secci6n circular apoyada en G y con 
un extremo unido a A esta sometida a la acci6n de una carga unifor- 
memente distributed , sobre el voladizo CD (fig 143). Determmar el 
ditaietro de la secci6n y la flecha en D si I - 90 cm., a - 1,8 m., 
q = 500 kg./m., o, = 90 kg./cm. 1 . 

Solucidn: El diametro d se halla por la ecuaci6n 
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y la f leoha en el extremo D es 

8 = 



qa* qaH 



6. 



Una viga de longitud I esta sometida a la acci6n de una carga 
uniformemente distribuida de intensidad q 
(figura 144). Determinar la longitud de los 
voladizos que haga mlnimo el momento 
flector maximo. Determinar en este caso la 
flecha en el centro de la viga. 

Solucidn: Igualando los valores nume- 



llllllllllllillllllill 

— *-4 v-* — 



Fio. 144 



ricos del momento flector en el centro y en los apoyos se obtiene 

x = 0,207 I. 

La flecba en el centro es 

q(l — 2z)« qx*(l — 2x)* 



EI, 



16 El t 



en donde el primer termino de la derecha representa la flecha produ- 
cida por la carga entre apoyos, ecuacion (82), y el segundo la flecha 
producida por la carga en los voladizos, ecuacion (105). 

7. Determinar las flechas en los extremos de los voladizos para 
las vigas representadas en la figura 74 (a), (b), (c). Suponiendo que 
eon perfiles normales en I de 20 cm. de altura. 

38. D3formaei6n de vigas cuando las cargas no son parale 
las a uno de los pianos principals de flexion.— Consideremos 
primeramente el caso sencillo de un voladizo cuya secci6n tenga 
dos ejes de simetria (fig. 145). La carga P, en el extreme-, es per- 
pendicular al eje de la viga y for- 
ma un angulo a con el eje princi- ^ 
pal de la secci6n. Para calcular las 
fatigas y deformaciones de la viga 
puede utilizarse el metodo de su- 
perpos!ci6n. La carga P se resuel- f ig -45 

ve en sus componentes P cos a y 

P sen a en la direction de los ejes principales de la secci6n. La 
deformacion producida por cada una de estas componentes se 
puede calcular con facilidad utilizando lo expuesto para la flexi6n 
en un piano de simetria. La deformacion total se obtiene por super- 
position. Los valores absolutos de las dos componentes del mo- 
mento flector para una section cualquiera mn del voladizo son: 
M t = P cos a (I — x) respecto al eje 2, y M u = P sen a (I — se) 



x z 



£1 




y 
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respecto al eje y. Por las direcciones de las dos componentes y 
de los ejes y y z, ee ve que el momento M t produce compresi6n 
en los puntos de y positiva, y M y produce compresi6n en los pun- 
tos de z positiva. La fatiga normal o x en cualquier punto (y, z) 
de la secci6n se obtiene sumando las fatigas que por separado 
producen M t y M y . De este modo se obtiene la ecuacion 

P sen a (I — x)z 
Z 



P cos a (I — x)y 

a * = 7 



=— P(i 



V 

, fycosa , zsenal 



(a) 



La linea neutra se obtiene tomando los puntos de coordenadas 
tales que la expresion entre parenteeis de la ecuaci6n (a) sea cero. 
La ecuacion de la linea neutra sera 



y cos a z sen a _ ^ 



(b) 



Es, por tanto, una recta que pasa por 
el c. de g. de la secci6n y forma un an- 
gulo con el eje z (fig. 146), deducido de 
la ecuaci6n (6), 



tgp = 



.1 
z 



tg« 



(c) 




Se ve que, en general, tg (3 no sera 
igual a tg a; es decir, que la linea 

neutra no sera perpendicular al piano de flexion y que el pia- 
no de la elastica, que es perpendicular a nn, no coincidira con 
el piano de las fuerzas flectoras. Estos dos pianos coinciden 
solamente cuando tg a =* 0 6 a, 6 bien I, = I v . En el primero 
de los dos casos, el piano de las fuerzas flectoras coincide con 
uno de los pianos principales de flexion. En el ultimo caso, la 
elipse de inercia se transforma en un cfrculo, puesto que los 
dos momentos principales de inercia son iguales y dos direocio- 
nes perpendiculares cualesquiera pueden tomarse como ejes prin- 
cipales de la secci6n. Cuando ^ es un numero grande, es decir, 

cuando la rigidez de la viga en el piano xy es mucho mayor 
que en el piano xz, tg (J ea grande comparando con tg a, y cuan- 
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do a es un angulo pequeno p se aproxima a 90° y el eje neutro 
se aproxima al eje vertical. La deformation tendra lugar prin- 
cipalmente en el piano xz, es decir, la viga tiene la tendencia a 
flexar en el piano de mayor flexibilidad. Este efecto puede ob- 
servarse de una manera muy sencilla flexando una regla delgada. 
La mas ligera desviaci6n de la fuerza flectora del piano de ma- 
yor rigidez origina una flexion en direcci6n perpendicular. Des- 
componiendo la fuerza P (fig. 145) en sua dos componentes y 
calculando las deformaciones producMas por cada una, puede 
comprobarse lo anteriormente expr.etio. Si la rigidez a la fle- 
xion del voladizo en el piano horizontal es muy pequena en com- 
paracion con la rigidez en el piano vertical, una componente ho- 
rizontal pequena puede producir una deformation horizontal 
mucho mayor y la deformation resultante estara principal- 
mente en el piano de flexibilidad mayor. Es interesante tener 
presente que la llnea neutr;, nn es paralela a la tangente trazada 
a la elipse de inertia en el punto de intersection de la curva con 
la direction de la fuerza P. La demostracion es la siguiente: La 
ecuaci6n de la elipse es 

v 2 z 2 

i + x = 1 

y la ecuaci6n de la tangente en el punto de cooidenaaas y 0 y z„ 
(ngui'a 146) sera 

]C Z ]Cy 

La tangente del angulo entre el eje z y esta tangente es 
£? . *i=tga^-tg0. 

Cuando se conoce la direcci6n de la llnea neutra, los puntos 
de fatiga normal maxima seran aquellos que disten mas de ella. 
En nuestro caso, la traction maxima se presentara en el punto A 
y la compresion maxima en el punto B. Sustituyendo en la ecua- 

cion (a), x = 0; y = — \\ z = — k> se obtiene 

l & 

(h cos a , 6 sen a\ 

(a*) mix 
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La fatiga de compresion en el punto B tendra el mismo valor. 
El mitodo que hemos desarrollado para el caso de un voladizo 
con dos pianos de simetrfa y cargado en su extremo puede tam- 
bi£n aplicarse al caso de vigas apoyadas en sus extremos y so- 
metidas a varias cargas. Resolviendo cada fuerza en dos com- 
ponentes paralelas a los dos ejes de simetrfa de la section, el 
problema se reduce a dos problemas de flexion simple en los 
dos pianos principales. La deformation resultante se obtiene su- 
perponiendo las deformaciones en los dos pianos principales. 

Problemas 

1. Una viga en voladizo de secei6n Z esta cargada en el extremo 
libre con una carga vertical P = 200 kg. (fig. 147). Determinar la fa- 
tiga normal maxima a x y las com- 
ponentes horizontal y vertical de la 
flecha en el extremo. Las dimensio- 
ns son las indicadas en la figura. 

a = 18° 46' da la direccion prin- 
cipal z x 

112 cm. 4 . 



.25 m. 



I tl = 2.421 cm. 4 ; 




Respueata :• 

(°x)xd&x — 356 kg./cm. 1 en B; 
8 vert = 3 > 2 *nm-; 8 bor = 6,7 mm. 

2. Un voladizo de secci6n rec- 
tangular esta flexado por una fuer- 
za P en su extremo libre. iQue curva describira el extremo cargado 
cwaudo el angulo a (fig. 145) varie de 0 a 2m? 

Respuesta: La curva sera una elipse de semiejes 

PP PI* 

y 




SEI. 



3EI„ 



3. Una viga de madera de secci6n rectangular apo- 
pada en sus extremos (fig. 148) sufre la acci6n de una 
earga uniformemente repartida de intensidad q. Deter- 
minar la fatiga normal maxima y la flecha vertical para 
la seccion central, siendo la longitud de la viga I = 3 m.; 

q = 300 kg./m.; h => 20 cm.; 6 = 15 cm.; tg a = ^. 

o 

Solueidn: El momenta fleeter maximo se presents en la seccion 
central y vale 

„ ql % 300 X 3* 



8 



= 337,5 m. kg. = 33.750 kg. cm. 
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Las componentes del momento flector en los pianos principals 
son: M t = cos a =» 33.750 X 0,949 = 32.028,75 kg. cm. y 

My «= M m&x sen a - 33,750 X 0,316 = 10,665 kg. cm. La fatiga maxima 
en el punto B es 

(0a) ^ = l^ + «i^»46,2 kg ./c m . 

Las fleohas en el centro, para los dos pianos principales, son: 

_ 5 ql l coa a. R 5_ ql* sen q 

'"384 EI t ' y ' 384' EI t ' 

La flecha vertical en el centro es 

S = 8„ cos a + S z sen a = A g- (cos» « + f* sen* a) 
m, 0,316 X 1,08 — 3,4 mm. 

4. Resolver el problema anterior si la distancia entre apoyos es 
1,80 m. y la viga tiene dos voladiioa iguales de 60 cm. de largo cada 
uno. 

39. Efecto de la fuerza cortante en la deformaeidn de las 
vigas. — En las diseusiones precedentes (v^ase pag. 129) s<51o se 
ha tenido en cuenta la acci<5n del momento 
flector como causa de la deformaci6n. La fuer- 
za cortante producira una deformation adicio- 
nal en forma de deslizamiento relativo de las 
secciones adyacentes. Como resultado de la 
Fig. 149 distribution variada de la fatiga cortante, la 
secci6n recta, primitivamense plana, se curva 
tal como indica la figura 149, en la que se representa solament* 
la flexi6n debida a la distorsi6n l . 

Los elementos de las secciones situadas en los centros de gra- 
vedad permanecen verticales y deslizan unos respecto a otros; 
por consiguiente, el giro de la elastica, debido a la distorsion 
unicamente, es igual para cada secci6n a la distorsion en el cen- 
tro de gravedad de dicha seccion. Representando por y 1 las fle j 
chas debidas a la fuerza cortante, la expresion del giro para cadt 
secci6n sera 

djh = (T»y)y-0 = «F ^ 

dx O AG 




1 Se prescinde de la rotaci6n mutua entre secciones adyaceates 
debida al momento flector. 
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V 

donde -r es la fatiga cortante media; O, el m6dulo de elasticidad 

transversal, y a, un factor numeYico por el que hay que multi- 
plicar la fatiga cortante media para obtener la fatiga cortante 
en el centro de gravedad de las secciones. Para una seccion rec- 

3 

tangular, a = - (vease ecuacion 66, pagina 109); para una 
4 

seccion circular, a = - (vease ecuacion 68, pagina 114). Si la 

carga es continua, la fuerza cortante V es una funcion continua 
que puede diferenciarse respecto a x. La curvatura originada 
por la fuerza cortante unicamente sera 

cPy 1 __^_dV__ _o_ 

dx 2 ~ AG dx ~ AG q ' 

La suma de esta curvatura con la originada por el momento 
flector (ecuacion 79) da 

sJ— isr+jo')- <106) 

Esta ecuaci6n puede emplearse en lugar de la eouaci6n (79) 
para determinar las deformaciones en aquellos casos en que deba 
considerarse el efecto de la fuerza cortante l . Conocidos M y q 
como funciones de x, la ecuacion (106) puede integrarse facil- 
mente. 

El m6todo de la viga conjugada (vease pag. 148) puede 
tambi^n aplicarse en este caso, tomando como ordenadas del 
diagrama de carga ideal las cantidades 

en lugar de M . 

Sea, por ejemplo, el caso de una viga simplemente apoyada 
y con carga uniformemente repartida (fig. 150). El momento 
flector en una seccion cualquiera a distancia x del apoyo iz- 
quierdo es 

2 2 ' (C) 



1 En la pagina 292 expondremos otro modo de hallar la flecha 
adioional debida a la fuerza cortante. 
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La carga de la viga conjugada consta de dos partes: l.», la 
que representa el primer termino de (6) dada por el diagrama 
parabolico de momentos flectores —fig. 150 (6) —, y 2. a , la repre- 

EI 

sentada por el segundo termino de (b), a <l ue = como i 68 

constante, es una carga uniformemente distribuida —fig. 150(c). 
La flecha adicional debida a la fuerza cortante, para cualquier 

seccion, es el momento flector 
producido en la seccion corres- 
pondiente de la viga conjugada 
por la carga segunda, dividida 



. I . 




mi iiiiiiiiiimii 




lv 


(a) 


i 


17. 



V por EI Z . En el centro de la viga 
It) ^ esta flecha adicional vale 

I 1 <xlM . 1 / EI Z \ I 2 acPq 

Fig. 150 

Sumandola con la flecha de- 
bida al momento flector (v6ase ecuacion 82, pagina 1 33), se ob- 
tiene como flecha total 

s ^±P + *L = l-Ph+!*«£!\ {d) 

384 EI, 8 AO 384EIA 5 P GJ 

donde k = ^5 es el radio de giro de la seccion con relation al 
A 

eje de las z. 

2 1 3 

Para una secci6n rectangular de altura h, k z = — h 2 , a = -• 
p 

Poniendo^ = 2 (1 + (x) = 2,6 se obtiene, mediante (d), 



(1 + 3,12*?). 



Se ve que para | = 10 el efecto de la fuerza cortante en la 
deformation es alrededor de un 3 por 100. 

A medida que | disminuye, el efecto aumenta. 

El factor a es corrientemente mayor que 2 para vigas en I y 
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cuando son cortas el efecto de la fuerza cortante es cuantitativa- 
mente mayor. 

Utilizando la ecuacion (70) y figura 106, se tiene 



A 



de donde 



M.Ls 8 V iy J 



(e) 



Supongamos, por ejemplo, h — 60 cm., A = 194 cm. 2 . 
l t = 109765 cm. 4 , el espesor del alma 6, = 15,6 mm., I = 6 h. 
La ecuacion (e) da a = 2,42. Sustituyendo en la ecuacion (d), 
se encuentra 



Z8iEI z \ 



48 

1 + — x 2,42 x 



109765 
194 x 360 2 



•x2,ej = 



1,265 



5ql* 
2,81 EI z ' 



A 



A — 

A, 



r 



s 



La flecha adicional debida a la fuerza cortante es en este 
caso igual al 26,5 por 100 de la flecha 
producida por el momento flector y ^ 
debe, por consiguiente, tenerse en 
cuenta. 

En el caso de una carga concen- 
trada P (fig. 151), podemos considerar 
dicha carga como el caso lhnite de 
una carga repartida sobre una parte 
muy pequena de la viga. El valor de la 

carga ficticia P 1 en la viga conjugada, correspondiente al se- 
gundo termino de la expresion (6), sera 



Fig. 151 



1 AO 



(/) 



La flecha adicional debida a las fuerzas cortantes se obtiene 
dividiendo por EI Z el momento flector producido en la viga con- 
jugada por la carga ficticia concentrada (/). En el caso, por ejem- 
plo, de carga central en la viga dada, el momento flector pro- 
ducido en el centro de la viga conjugada por la carga (/) sera 
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(EI \ PI 
-j^l • — y la flecha adicional en el centro debida a las fuer- 

zaq cortantes sera 

S\ = (9) 

1 AO 4 

Sumandola a la flecha producida por el momento flector 
unicamente (vease ecuaci6n 90), la expresion completa de la 
flecha resulta ser 

48 EI, AG 4 48EI,\ P Gj 
Para una viga de secci6n rectangular de altura h se tiene 

I* 12Z 2 ' * 2 
PI 3 



y se obtiene 



48 I Z 2 / 

Para - = — el efecto adicional de la fuerza cortante es al- 
I 10 

rededor del 4 por 100. 

En la discusion precedente se ha supuesto que las secciones 

de la viga se alabean libremente (fig. 149). La viga uniforme- 

mente cargada es un caso en que esta condicion se satisface de 

modo aproximado. La fuerza cortante en el centro de la viga 

es nula y, por tanto, alii no hay alabeamiento. El alabeamiento 

crece gradualmente con la fuerza cortante a lo largo de la viga 

hacia la izquierda o la derecha del centro. La condicion de si- 

metria queda satisfecha. Consideremos ahora flexada la viga por 

la accion de una carga concentrada en el centro. Por la condi- 

ci6n de simetria, la secci6n central de la viga debe permanecer 

plana. Al mismo tiempo, las secciones adyacentes a la derecha 

P 

o izquierda de la carga sufren una fuerza cortante — y se ala- 
bean por la accion de estas fuerzas cortantes. Por la condici6n 
de continuidad de la deformaci6n, sin embargo, no puede haber 
un cambio brusco entre la seccion central plana y el alabeamien- 
to de las adyacentes. Habra, por tanto, un aumento continuo 
de alalabeamiento o largo de la viga en ambas direcciones a 
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partir del centro y solamente a alguna distancia de la carga 
puede el alabeamiento ser equivalente al que produciria una 

fuerza cortante ^en condiciones de alabeo fibre de la seccion. 

De esta discusion puede deducirse que en las proximidades de la 
S ecci6n central la distribucion de fatigas no sera la anteriormente 
vista por la teoria elemental de la flexion (vease p&g, 109). 
El alabeamiento esta impedido parcialmente y la flecha adicio- 
nal debida a las fuerzas cortantes sera algo menor que la en- 
contrada anteriormente (ecuacion g). Un estudio mas detallado 
de la cuesti6n i muestra que en el caso de una carga concen- 
trada en el centro de la viga la flecha en dicha seccion es 



^Lf 1 + 2,85^-0,84(^1 W 

El caso de una viga en voladizo es enteramente analogo. 
Si la seccion empotrada puede alabear libremente, tal como in- 
dica la figura 152 (a), las condiciones de deformaci6n seran las 
expresadas por la ecuaci6n {h). La flecha de un voladizo de sec- 
ci6n rectangular se averigua- 
ra sustituyendo I y P en lugar 

7 p 

de - v - en dicha ecuaci6n, 

2 J 2 

obteniendose 
g= Pl> 



(l + 0,98|).(Z) 




Cuando el alabeamiento 152 
del extremo empotrado esta 

completamente impedido -fig. 152 (6)—, las condiciones vienen 
expresadas por la ecuacion (k) y por una sustitucion analoga se 
tiene para la flecha el valor 

W [l + 0,7l£-».10(^] W. 



s = 



ZEI 

menor que el dado por {I). 

i VSaseL. N. G. Filon., Phil. Trans. Roy. Soc. (A), vol. 201, p&g. 63, 
1903,yTimoshenko, Phil. Mag., vol. 47, pAg. 1095 1924. Vease , tarn- 
bien Th. v. Karman, Scripta Universitatis atque Bibhothecae , Hierosol- 
mitanarum, 1923, y Theory of Elasticity del autor, pag. 95, 1934. 
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CASOS HIPERESTATICOS EN LA FLEXI0N 

40. Exceso de ligaduras. — En lo expuesto anteriormente 
hemos considerado tres tipos de vigas: a) una viga en voladizo; 
6) una viga apoyada en sus extremos, y c) una viga con vola- 
dizos. En los tres casos, las reacciones en los apoyos pueden 
determinarse por las ecuaciones fundamentales de la estatica; 
por tanto, los problemas son estaticamente determinados. 
Vamos aliora a considerar problemas de flexion en los que las 




Fig. 153 



ecuaciones de la estatica no son suficientes para la determina- 
cion de las reacciones en los apoyos y tendremos necesidad de 
deducir ecuaciones complementarias basadas en la deformacion 
de la viga. Estos problemas se denominan estaticamente inde- 
terminados o hiperestaticos. 

Veamos ahora los diversos tipos de apoyos que puede tener 
una viga. El apoyo representado en la figura 153 (a) se denomi- 
na articulacion movil. Despreciando el rozamiento en la articu- 
lacion y en los rodillos, es evidente que en este tipo de apoyo 
la reaccion debe pasar por el centro de la articulacion y ademas 
ser perpendicular al piano de apoyo raw sobre el que pueden mo- 
verse los rodillos. Conocemos, por tanto, el punto de aplicacion 



CASOS HIPERESTATICOS EN LA FLEXl6n 



169 



y la direccion de la reaccion. Queda solamente un elemento des- 
conocido: la intensidad de la reaccion. 

En la figura 153 (6) se ve una articulaci6n fija. En este caso 
la reaccion debe pasar por el centro de la articulacion, pero 
puede tener cualquier direccion en el piano de la figura. Tenemos 
dos incognitas a determinar por las ecuaciones de la estatica: la 
direccion de la reaccion y su magnitud, o bien las componentes 
vertical y horizontal de la reaccion. 

En la figura 153 (c) se representa un empotramiento. En este 
caso no solamente son incognitas la direccion y magnitud de la 
reaccion, sino tambien su punto de aplicacion. 

Las fuerzas de reaccion distribufdas sobre la seccion empo- 
trada pueden reemplazarse por una fuerza R aplicada en el 
centro de gravedad de la seccion y un par M . 

Tenemos, pues, tres incognitas a determinar por las ecua- 
ciones de la estatica: las dos componentes de la fuerza de reac- 
cion R y la magnitud del par M. Para vigas solicitadas por car- 
gas transversales situadas en un piano, disponemos, para deter- 
minar las reacciones en los apoyos, de las tres ecuaciones de la 
estatica siguientes: 

SZ = 0; 27 = 0; ZJf = 0. (a) 

Si la viga esta apoyada de modo que solamente haya tres 
incognitas, las reacciones podran determinarse por las ecuacio- 
nes (a) y el problema es estaticamente determinado. Estos tres 
elementos son los suficientes para asegurar la inmovilidad de la 
viga. Cuando el numero de elementos de reaccion es mayor de 
tres, diremos que hay ligaduras excesivas y que el problema es 
hiperestatico. Un voladizo esta apoyado solamente en un punto: 
el extremo empotrado. En este caso, tal como hemos dicho, el 
numero de elementos de reaccion desconocidos es tres y pueden 
determinarse por las ecuaciones de la estatica. Para vigas apo- 
yadas en los extremos y vigas con voladizos se supone que uno 
de los apoyos es fijo y el otro una articulacion movil. En este 
caso tenemos nuevamente tres elementos de reaccion descono- 
cidos que pueden determinarse por las condiciones de la estatica. 

Si la viga tiene articulaciones fijas en ambos extremos (figu- 
ra 154), el problema es hiperestatico. En cada extremo tenemos 
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1 5 ^ 


H 







dos elementos desconocidos, las dos componentes de la reacci6n 
correspondiente, y para determinar estas cuatro inc6gnitas dis- 
ponemos tan s61o de las tres ecuaciones (a). Hay, por tanto, una 
ligadura sobrante y es necesario considerar la deformacion de 
la viga para determinar las reacciones. Las oomponentes ver- 

ticales de las reacciones pue- 
den calcularse mediante las 
ecuaciones de la estatica. En el 
caso de cargas verticales, pue- 
de deducirse tambien, por con- 
sideraciones de estatica, que 
las componentes H son iguales y de direccidn opuesta. Para en- 
contrar el valor de H consideraremos el alargamiento del eje de 
la viga durante la flexi6n. 

Una buena aproximaci6n de este alargamiento puede obte- 
nerse suponiendo que la elastica de la viga es una parabola 1 de 
ecuacion 



Fig. 154 



V = 



siendo 8 la flecha en el centre La longitud de la curva es 
i i 



es pe- 



En el caso de pequefla curvatura, la cantidad 

quena con relation a la unidad, y prescindiendo de cantidades 
de orden superior al segundo se obtiene aproximadamente 



+ 2 \dxl 



Sustituyendo esta expresion en (c) y utilizando la ecuaci6n (b) 
se encuentia, para longitud de la curva, la expresion 

8 8 a \ 



1 La expresion exacta de la elastica se verA mas adelante ( Se- 
gunda parte). 
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Por consiguiente, la diferencia entre la longitud de la curva 

y la distancia I entre los apoyos que representa el alargamiento 

8 8* 8 8 2 

axial total de la viga es - -j. El alargamiento unitario sera - -j^- 

Representando por E el modulo de elasticidad del material de 
la viga y por A el area de su secci6n recta, se obtiene la reaccion 
horizontal por la ecuaci6n 

8 8 2 

H=--EA. (b) 
3 ?a 

Haremos notar que para la mayor parte de las vigas usadas 
en la practica la flecha 8 es muy pequefla comparada con la lon- 

8 S 2 

gitud y que la fatiga de extension - E producida por las 

fuerzas H es corrientemente pequena comparada con las fatigas 
de flexion y puede despreciarse. 

Este resultado justifica la norma practica de calcular las 
vigas apoyadas en sus extremos suponiendo que uno de los dos 
apoyos es una articulaci6n movil; sin embargo, en caso de gran- 
des luces, se organiza uno de los apoyos de modo que permita 
la traslaci6n de la articulaci6n. 

En los casos de flexion de pletinas o barras flexibles para los 
que 8 no es muy pequena comparada con I, no pueden despre- 
ciarse las fatigas de extension producidas por las fuerzas lon- 
gitudinales. Estos problemas se veran mas adelante (vease 
Segunda parte). 

El metodo que vamos a emplear para la resolucion de los 
problemas de flexion es el de superposicion y obtendremos las 
soluciones adecuadas combinando casos estaticamente determi- 
nados de tal forma que satisfagan las condiciones de apoyo. 

41. Viga empotrada por un extremo y apoyada en el otro. — 
Consideraremos primeramente el caso de que actue sobre la viga 
una sola carga concentrada P (fig. 155). En este caso tenemos 
tres elementos de reaccion desconocidos en el apoyo izquierdo 
y uno en el derecho. 

El problema tiene, por tanto, una inc6gnita o ligadura hiper- 
estatica, es decir, sobrante. Para resolver el caso consideremos 
como sobrante la ligadura que evita el giro del extremo izquier- 
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do de la viga durante la flexion. Prescindiendo de esta ligadura, 
se obtiene el sistema estaticamente deterininado o isostatico de 
la figura 155 (6). La flexion producida por M a , estaticamente in- 

determinado, se estudia por sepa- 
rado —fig. 155 (c) — x . Es evidente 
que la flexion de la viga represen- 
tada en la figura 155 (a) puede ob- 
tenerse combinando los casos (b) 
y (c). Bastara para ello que el valor 
del par M a en el apoyo sea tal que 
deje satisf'echa la condition 




6, = - (»;. 



(a) 



Es decir, que el giro del extre- 
mo izquierdo de la viga debido a la 
fuerza P se anule por la accion 
de M a y que la condici6n de giro 
cero en el empotramiento quede 
satisfecha. Para obtener el par hi- 
perestatico M a basta sustituir en 
la ecuacion (a) los valores conocidos de los angulos 0 t y 6(, ecua- 
cion (88), pagina 136, y (104), pagina 151. De este modo, 

Pc(P — c 2 ) M a l 



de donde 



M, 



61EI, ZEI t 
Pc (P — c 2 ) 



2i a 



(107) 



El diagram a de momentos flectores puede obtenerse ahora 
combinando los diagramas de los casos (6) y (c) tal como indica 
el area rayada de la figura 155 (d). El momento flector maximo 
se presentara en a o en d. 

La flecha, en cualquier punto, se obtendra facilmente res- 
tando de la flecha producida por la carga P la flecha producida 
por el par M a . Las ecuaciones de las elasticas para ambos ca- 



1 Las elasticas y los diagramas de momentos flectores se dan 
unidos. 
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sos son las (86) y (87), pagina 136, y (105), pagina 151. Supon- 

gamos, por ejemplo, el caso c < ^ I y calculemos la flecha en el 

centro de la viga. 

Por las ecuaciones (91) y (105), 

Pc . (3i 2_ 4c 2) + ^ a 



48 EI, 16 EI t 

utilizando la ecuacion (107), 

En el punto C, para el que el momento flector es cero, la cur- 
vatura de la eiastica es tambien cero y tenemos un punto de 
inflexion, es decir, en este punto la curvatura cambia de signo. 

Puede observarse en la ecuacion (107) que el momento flec- 
tor en el empotramiento depende de la posicion de la carga P. 
Si se iguala a cero la derivada de (107) respecto a c, se obtiene 

que el momento M a alcanza su valor maximo cuando c = 

para este valor de c 

(M„U* =^==0,192 PI. (108) 

El momento flector en el punto de aplicacion de la carga de- 
ducido de la figura 155 (d) es 

Md _ M=l> - c - Pc g ~ ° 2) = ^ (l - c) 2 W + e). (b) 

Si se deriva (6) respeoto a c y se iguala a cero el resultado, 
se ve que M d es maximo cuando 

C= 1(V3 — 1)= 0,366 I 
2 

y sustituyendo este valor en la ecuacion (&), se obtiene 
(M«W* = 0,174 PI 
Comparando esta expresion con la ecuaci6n (108), se deduce 
que en el caso de carga m6vil la fatiga normal maxima a, ae 
presenta en la seccion de empotramiento. 
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Resuelto el problem a para una carga concentrada unica y 
utilizando el metodo de superposici6n, puede resolverse el pro- 

blema para otros tipos de cargas 
transversales mediante el empleo 
de las f6rmulas obtenidas. Sea, 
por ejemplo, el caso representa- 
do en la figura 156. El momen- 
to producido en el apoyo A por 
una carga elemental qdc se obtiene por la ecuacion (107), sus- 
tituyendo qdc, en lugar de P. El momento total M a en el 
apoyo sera: 

<"» qcdc (I 2 — c 2 ) q ^ l 7 a (6 2 — a?) _ 6 4 — « 4 ' 



Fig. 156 



_q_ 

2P 



•(c) 



2P 2l 2 " I 2 4 

Si la carga esta distribuida sobre la longitud total de la 
viga se hace a — 0, b = I, en la ecuacion (c), y se obtiene 



(109) 



'liuwiinuoinlfl 

(a) f ' 



El diagrama de momentos flectores se obtiene restando el 
diagrama triangular debido al par 
M a (fig. 157) del diagrama paraboli- 
co, debido a la carga uniforme. Se 
observara que las fatigas maximas de 
flexion se presentan en las secciones 
de empotramiento. La flecha en cual- 
quier punto se obtiene restando la A' 
flecha en dicho punto producida por 
el par M a (ecuacion 105, pagina 151) 
de la flecha que en el mismo punto 

produce la carga uniforme (ecuacion 81, pagina 132). Para el 
centro de la luz se obtiene 




Fig. 157 



8 = 



ql* . M a l 2 



ql* 



384 EI Z 1QEI, 192 EI, 



(110) 
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dx 

xima x = (15 — V33) = 0,579 I. Sustituyendo en (d), 



Problemas 

1. Dibujar los diagramas de fuerza cortante para los casos ex- 
puestos en las figuras 155 y 157. 

2 Determinar la flecha maxima para el caso de la figura 157. 

Solucidn: Combinando las ecuaciones (81) y (105) se obtiene la 
ecuaci6n de la elastica para este caso: 

»-48fe (8fte, ~ 8W, + 2 ^ ) * ^ 
Haciendo % = 0 se obtiene para la abscisa del punto de flecha ma- 

Si 

8 ql * - 

0miI 185 EI t 

3. Determinar la reacci6n en el apoyo derecho para el caso de la 
figura 157, considerando esta reacci6n como la ligadura sobrante o hi- 

perestatica. 

Solucidn: Liberando el apoyo B, la flecha en este punto de la viga 
considerada como voladizo seria (ecuaci6n 84) La reaccion R b 

en b —fig. 167 (a)— debe ser tal que elimine la flecha anterior. Utili- 
zando la ecuaci6n (95) se obtiene la 
ecuacion 

ql* R b l 3 
8 EI t 3 EI t ' 

de donde 

3 , 
R b = ^ql. 

4. Una viga esta cargada en la forma indicada por la figura 158. 
Determinar el momento M„ y las reacciones R„ y Rb en los apoyos. 

Respueeta: 

5. Determinar la reaccion R b en el apoyo B de una viga cargada 
uniformemente (fig. 157), si el apoyo B es elastico, de tal modo que 
una fuerza hacia abajo Jfc haga descender al apoyo la unidad de lon- 
gitud. 

Solucidn: Usando el metodo del problems anterior 3, la ecuacion 
que determine R b sera: 

ql* _ R b P = Rb t 

8 EI, 3£7 2 = h' 
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de donde 



1 + 



SEl z 
kl 3 





4 A 


(a) J 
i » 


*-a —» 



6. Construir el diagrama de momentos flectores para una viga 
uniformemente cargada apoyada en tres puntos equidistantes. 

Procedimiento: Por simetrla, la 
seccion del centro no debe girar du- 
rante la flexion y cada mitad de la 
viga estara en las condicionea de una 
viga empotrada por un extremo y 
apoyada por el otro. 

7. Determinar la flecha del ex- 
tremo C de la viga representada en 
la figura 159. 

Solucidn : Reemplazando la acci6n 
del voladizo por la de un par Pa, la 
flexidn de la viga entre los apoyos se 
obtendra por superposici6n de los easos (b) y (o). El par hiperestatico 
M a se obtendra por la eouacion 0, 

Pal _ M a l 




(b) 



(C) 



Fig 



— Q' u o sea 



de donde 



3EI t 



M a — IT- 



La fleeha en O sera 
8 = 



TeT, 



+ a (6 2 — 93 = 



Fa' 



+ 



PaH 



ZEI, ^ iEI 



El primer termino del segundo miembro representa la flecha de 
un voladizo y el segundo representa, la flecha debida a la rotacion de 
la secci6n en B. 

8. Determinar el valor adicional de la reaccion en B para la viga 
representada en la figura 155, debido a un calentamiento no uniforme 
de la viga tal que la temperatura varle desde el valor t 0 , en la cara in- 
ferior, hasta el valor t, en la cara superior, segun una ley lineal. 

Solution: Prescindiendo del apoyo B, el calentamiento enunciado 
curvarla a la viga en forma de arco de cireulo. El radio de este cireu- 
io vendrla dado por la eouacidn \ = ^tzli, sie ndo h la altura de la 
viga y a el coeficiente de dilatacion. La flecha en B se encontrara 
como en el problema 2, pagina 90, y es 

5 ~ 2r ~~ 2 h 



177 



Esta flecha debe desaparecer en virtud de la reaccion en el apoyo B. 
Representando esta reacci6n por R\» se tiene 

R b l* Px(t — t e ) 
3EI Z 2h ' 

de donde 



9. Una mensula A B, cargada en su extremo, se apoya en otra 
mas corta CD de la misma seccion. Determi- 
nar la acci6n mutua X en G. 



1 



Solucidn: La accion buscada X puede en- jjzj 
contrarse estableciendo la condicion de que 



B 

P 



I 



ambas mensulas tengan la misma flecha Fia. 160 

en C. Utilizando la ecuaci6n (95) para la 

mensula inferior y la ecuacion (97) unida a la ecuaci6n (95) para la 
superior, se tiene 



Xl\ _ P /ll\ g\ 
SEI Z EI t \2 6/ 



XI 3 . 



ZEI Z EI Z \2 6 ) 3EI t 
de donde 

Examinando los diagramas del momento flector para ambas men- 
sulas, se deduce que en C la mensula superior sufre mayor deforma- 
cion angular que la inferior. De ello se deduce que las dos mensulas so- 
lamente se tocan en los puntos D y C. 

10. Resolver el problema 7, suponiendo que en lugar de la carga 
concentrada P solicita a la viga una carga uniformemente distribuida 
de intensidad q repartida: 1.°, sobre la longitud a del voladizo; 2.°, sobre 
toda la longitud de la viga. 

11. Dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector 
para el caso de la figura 156, si a = 1,20 m.; 6 = 3,60 m.; I = 4,50 m., y 
q = 7 kg. /cm. 



42. Viga con los dos extremos empotrados. — En este caso 
tenemos seis elementos de reaccion (tres en cada extremo), es 
decir, el problema tiene tres ligaduras hiperestaticas. Sin em- 
bargo, para las vigas corrientes las componentes horizontales 
de las reacciones pueden despreciarse (vease pag. 171), lo que 
reduce el numero de cantidades hiperestaticas a dos. Conside- 
remos los momentos M a y M b en los apoyos como ligaduras 
hiperestaticas. De este modo, para el caso de una carga concen- 
trada unica P — fig. 161 (a) — , la solution seobtiene combinando 

fiBSISTKNCU hi. MATURIALM. — I. X li 
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los dos problemas isostaticos representados en la figura 161 (b) 
y (c). Es evidente que las condiciones de empotramiento en los ex- 

tremos de la viga A B quedaran 
satisfechas si los pares M a y 
M b son tales que verifican las 
relaciones 



0 X = - 8J; 6 2 = — %. (a) 

De estas dos ecuaciones de- 
duciremos los valores de los dos 
pares hiperestaticos. Utilizando 
las ecuaciones (88) y (89) para la 
carga concentrada y las ecuacio- 
nes (103) y (104) para los pares, 




A 



Fig. 161 



las ecuaciones (a) se transforman en 

Pc(l* — C 2 ) M a l 



GlEL 



+ 



Md 



3 EI, 6EI t 



M b l 



De donde 



_ Pc(l — c) (21 — c) _ Mgl 

ME I, ~6EI, ZEI t 



M b = — 



Pc(l — c)* 



(111) 



Combinando los diagramas de momentos flectores para los 
casos (b) y (c), se obtiene el diagrama representado en la figu- 
ra 161 (d). El momento Sector positivo maximo acontece en el 
punto C (aplicacion de la carga). La magnitud se deduce de la 
figura 161 (d), y su expresion es la siguiente: 

M a c . M„(l — c)_ 2Pc 2 (l — c)* 



I 



En la figura 161 (d) se ve que el momento fleeter maximo en 
valor absolute es el que corresponde a 0 o al apoyo mas pr6- 
ximo. Para una carga movil, es decir, cuando c varia, suponien- 

do c < - , el valor maximo de M b se obtiene haciendo c = \ I en 

4 

la ecuaci6n (111): Este maximo vale — PL El momento fleeter 

Li 
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bajo la carga es maximo para c = - y este maximo vale - PI 

(ecuacion 112). Por consiguiente, para una carga movil el mo- 
mento maximo se presenta en el extremo. 

Empleando el metodo de superposicion, la flecha y giro en 
cualquier punto puede obtenerse combinando la deformation 
producida por la carga P, con la que producen los pares M a 

y Jr.. 

Resuelto el problema para una carga concentrada unica P, 
cualquier otro tipo de cargas transversales puede facilmente es- 
tudiarse utilizando el metodo de superposicion. 



Problemas 




1. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para el caso de la fi- 
gura 161 (a), si P = 500 kg., I = 3,60 m. 
y c = 1,20 m. 

2. Dibujar el diagrama de mo- 
mentos flectores para una viga empo- 
trada en sus extremos y sometida a la 
acoi6n de una carga uniformemente 
repartida (fig. 162). 

Solucidn: El momento en A produ- 
cido por un elemento qdc de la carga — fig 



Fig. 162 



dM a : 



162 (a) — es, ecuacion (111): 
jdcc 2 (i — c) 



El momento producido por la carga total sera 
rlqdcc>(l — c) qP 



M, 



12 



El momento en el apoyo B tendra el mismo valor. Combinando el 
diagrama parabolico de momentos flectores correspondiente a la car- 
ga uniformemente repartida con el dia- 
grama rectangular correspondiente a los 
dos pares iguales aplicados en los extre- 
mos, se obtiene e] diagrama representa- 
do en la figura 162 (6) por el area rayada. 

3. Determinar los momentos en los 
apoyos de una viga con los extremos em- 
potrados, cargada con la carga triangular representada en la figura 163. 
Solution: La intensidad de la carga a la distancia c del apoyo B 
a o QaCdc 

es y la carga representada por el elemento rayado es Loa 



♦ 

i /*> 






&\ 




4 J^c 


. c . 




0 > 









Fig. 163 
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pares correspondientes en los extremos producidos por esta carga ele- 
mental son, ecuacion (111): 

Por consiguiente, 

j I ga c 8 (l -c)dc q a l* (l q a c*(l-c)*de q a P 

Mh = -Jo - 



P ~ 20' * Jo l 3 30' 



4. Determinar los pares de reaccion M a y M/, en una viga con los 
extremos empotrados flexada por un par Pc (fig. 164). 

Soltteidn: Utilizando la soluoidn del problema 5, pag. 153, y las 
ecuaciones (104) y (105), se obtienen las ecuaciones siguientes: 

2Af i + M a = ^[|«'-6«(o + | ;]. 

De donde M a y Mb pueden deducirse facilmente. 

5. Determinar los momentos flectores en los extremos de una viga 
empotrada debidos a un calentamiento irregular de la viga, si la tem- 
peratura varia desde la t a para la cara inferior a la t para la superior, con 
arreglo a una ley lineal. 

lieapuesta: 

donde a es el coeficiente de dilatacion y h la altura de la viga. 

6. Determinar ei efecto en la reaccion y en el par de reacci6n 
u a p jj_ en A de un desplazamiento vertical pe- 

* tt. <r\ Ml q ueno § <ie] ex tremo empotrado A de la 
viga AB (fig. 161). 

Solution: Quitemos el apoyo A; de 
Fig. 164 este modo, la fleclia 8, en 4 y el giro 6 t 

en dicho punto se hallaran por las for- 
mulas correspondientes a un voladizo empotrado en By cargado con 
P; es decir, 

. Pc» Pc 2 Pc 2 

Aplicando en A una fuerza de reaccidn X hacia arriba y un par de 
reaccion Y en la misma direccidn que M a , de magnitudes tales que anu- 
len el giro Bjy que reduzcan la flecha a 8, satisfaremos las condiciones del 
enunciado. Las ecuaciones que determinan las incognitas X e Y seran; 

XP _Yl = Pc* 
2 EI X El t 2 Eli 

XP , 

ZEI, 2 El, 01 ' 



CASOS HTPERESTATICOS EN LA FLEXl6>T 



181 



7. Dibujar los diagramas ue fuerza cortante y momento flector 
para la viga de la figura 163, si q a = 7 kg. /cm. y I = 4,50 m. 

8. Dibujar los diagramas de fuorza cortante y momento flector 
para una viga con los extremos empotrados si la mi tad izquierda de la 
viga esta cargada uniformemente con una intensiuad q —> 7 kg./cm. 
La luz de la viga es I = 4,80 m. 



43. P6rticos y cuadros. — El metodo usado anteriormente 
para el caso de vigas hiperestaticas puede tambien aplicarse al 
estudio de los porticos y cuadros. Sea, por ejemplo, el portico 




sim6trico y simetricamente cargado de la figura 165, articula- 
do en 0 y D. La forma del portico despues de la deformation 
esta representada con lineas de puntos. Despreciando el cam- 
bio de longitud de las barras 1 y considerando solamente la fle- 
xi6n, puede considerarse formado el portico como indica la figu- 
ra 165 (b). Es evidente que los pares M que obran en los extre- 
mos de la viga horizontal AB y que se oponen al libre giro de 
dichos extremos representan la action de las barras verticales 
sobre la viga horizontal. Este par M puede considerarse como 
la unica ligadura hiperestatica existente en este caso. Cono- 
cido M, la flexion de las tres vigas puede determinarse sin difi- 
cultad alguna. Para calcular M, tenemos la condition de que 
Ay B son uniones rigidas entre las barras, es decir, que el giro 



1 La acci6n simultanea de esfuerzo directo y flexi6n se discutira 
mas adelante (Segunda parte). 
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del extremo izquierdo de la barra horizontal debe ser ijmal al 
giro de la cabeza del pilar AG. La ecuacion que deteimina M 
ea, por consiguiente, 

e 1 = e;. (a) 

6j puede determinarse por la flexion de la viga horizontal AB. 
Representando con I la longitud de esta viga y con EI su rigi- 
dez de flexi6n, la rotacion del extremo A debida a la carga P 

( I \ PI 2 
b = -I, es Los pares de los extremos ori- 

21 lb El L 

ginan una rotacion en direction opuesta igual a (ecuacio- 
nes 104 y 105). El valor final del angulo de giro sera: 

PV Ml 



8 1 = 



16 EI 2 EI 



Considerando ahora la barra vertical como una viga apoya- 
da en los extremos, de longitud h y con una rigidez a la flexi6n 
EI V flexada por un par M, el giro en su extremo superior sera 
(ecuaci6n 104): 

Mh 

Oi = . 

3^7, 

Sustituyendo en la ecuacion (a), se obtiene 
PI* Ml Mh 



UEI 2EI SEIj 

de donde 

1 + 3ll t 

Conocido M, el diagrama de momentos flectores se construye 
tal como indica la figura 165 (c). Las reacciones en las articula- 
ciones C y D se calculan facilmente. Las reacciones verticales 
se obtienen por las ecuaciones de las estaticas. Las reacciones 
horizontales se deducen del equilibrio de las barras verticales. 

Este problema puede resolverse de otro modo tomando la 
reaction horizontal H en las articulaciones G y D como incog- 
nita hiperestatica, en lugar de M (fig. 166). El problema hiper- 
estatico se resuelve por superposition de los dos problemas isos- 
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taticos representados en la figura 166 (b) y (c). En el caso b se 
prescinde de la ligadura sobrante que impide el movimiento de 
las articulaciones G y D. Las barras 
verticales no sufren, por consiguien- 
te, presion alguna. La barra horizon- 
tal AB esta en las condiciones de 
una viga simplemente apoyada cuyos 

PI- 



angulos de rotacion son : 



y el 



16 EF 

movimiento horizontal de cada arti- 
culation C y D es, por consiguiente, 
PI 2 

h -— nr • En el caso c, el efecto de las 
16 El 

fuerzas H es conocido. Dichas fuerzas 
producen pares de flexion en los ex- 
tremos de la barra horizontal AB 
iguales a Hh; por consiguiente, los 
angulos de rotaci6n de estos extre- 
mos seran 6' = ^EI ' ^ a ^ ec ^ a ^ e 

cada articulation C o D consta de 

Hh 2 l 

dos partes: la flecha Q'h = ^jfj' 




Fig. 166 



Hh? 



bida a la rotacion del extremo superior, y la flecha „ - de las 

OEl-y 

barras verticales como voladizos. En el caso actual — fig. 166(a) — , 
las articulaciones G y D no se mueven; por consiguiente, los des- 
plazamientos horizontales producidos por la fuerza P — figu- 
ra 166 (6) — deben compensarse por el efecto de las fuerzas H 
— figura 166 (c) — , es decir, 

Hh? 



PP _ EhH 
UEI ~ 2EI 



de donde 



-I 

3EI % 



H= 



1 PI 
h 8 



1 



+ 3 I /, 



Recordando que H • h — M, este resultado reproduce la 
ecuacion (113). Este ultimo metodo de analisis se utiliza espe- 



184 



RESISTENCIA DE MATERIALS 



cialmente para cargas asimetricas tales como la de la figura 167. 
Prescindiendo de la ligadura que impide el movimiento hori- 
zontal de las articulaciones G y D, estamos en el caso repre- 
sentado por la figura 167 (b). Es evidente que el aumento de las 
distancias entre C y D puede obtenerse multiplicando por h la 
suma de los angulos 6j y 0 2 . Utilizando las ecuaciones (88) y (89), 
este incremento de la distancia sera 



i 



Pc(P — c») ^ Pc{L — c) (2i — c) 1 _ Pc(l — c) 



6 IE I 



QlEI 



2 EI 



Este incremento debe eliminarse por la accion de las fuer- 
zas H —fig. 166 (c) — . Utilizando los resultados obtenidos en el 

problema anterior, se puede escri- 
bir la ecuacion siguiente que deter- 
mine H 







A P V- C A 










h 




~l 



HhH Hh 3 \ _ Pc(l — c)h 



\2ET 



+ 



Hfi 3 \ _ 



2 EI 



de donde 



(b) 



H 



Pc(l—c) 1 



2 hi 



1 + 3 /, 1 



(114) 



Fio. 167 



Hallada la solucion para una car- 
ga concentrada, cualquier otro caso 
de carga de la viga AB del portico 
puede resolverse facilmente utilizando el metodo de superposicion. 

Consideremos ahora un portico con los extremos empotrados 
y cargado asimetricamente tal como indica la figura 168. En este 
caso tenemes tres elementos de reaccion en cada apoyo y el sis- 
tema tiene tres ligaduras hiperestaticas. En la resoluci6n de 
este problema usaremos un metodo basado en el de superposi- 
cion, consistente en descomponer el sistema dado de cargas en 
partes tales que para cada carga parcial pueda encontrarse una 
bolucion sencilla 1 . 



i Este metodo lo apliea a muchos casos W. L. Andree en sii lihro 
Pas B-U Verfahren, Miiochen and Berlin. 1919. 
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El problema representado en !a figura 168 (a) puede re- 
solverse superponiendo las solucionea de los dos problemas 
que representan las figuras 168 (6) y (c). El caso (6) es el de 
una carga simetrica y puede resolverse del mismo modo que el 
primer ejemplo (fig. 165). Examinando el caso (c), se ve que el 
punto de inflexion 0 de la barra horizontal AB esta situado en 

p 

el centro de la barra. Esto se deduce de que las cargas — estan 
a igual distancia del eje vertical de simetria del portico y son 




Fig. 168 



de sentido opuesto. El momento, la flecha y la fuerza axial pro- 
ducidos en el punto medio 0 de la barra horizontal A B por una 
p 

de las fuerzas — seran equilibrados por la accion de la otra car- 
P 

ga — . Por consiguiente, en dicho punto no habra momento 

flector, ni flecha, ni fuerza axial. 

La magnitud de la fuerza cortante X en el punto 0 puede 
hallarse por la condici6n de que el corrimiento vertical de O sea 
cero - -fig. 168 (d) — . Este corrimiento consta de dos partes: una 
flecha 8 V debida a la flexion del voladizo OB, y una flecha 8 a , 
debida a la rotacion del extremo B de la barra vertical BD. 
Empieando las couocidas ecuaciones de un voladizo (ecua- 
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ci6n 98) y las notaciones de la figura, se obtienen las ecua- 
ciones siguientes: 

P'c 3 P c 2 ll 
+ 2 2EI 



2 3 EI 



(H- 

\2 2/ EI X 2 



3.EJ 



Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion S 1 + 8 2 = 0, 
ee halla facilmente el valor de X. Conocido X, el momento Sec- 
tor para las secciones del portico en el caso (c) se calcula sin di- 
ficultad. Combinando estos momentos flectores con los del caso 
de carga simetrica (b), se obtiene la solucion del problema (a) 1 . 

Problemas 

1. Determinar los momentos flectores en los angulos del cuadro 
de la figura 169. 

Solucion: Considerando la barra AB como una viga apoyada en 




Fig. 169 



los extremos (fig. 169) y representando con M los momentos en los 
angulos, el giro Q t sera 

PP Ml 
16 EI 2 El' 

Escribiendo que este angulo es igual al 6; girado por los extremos 



1 Kleinlogel, en su libro Mehrstielige Rahrnen (Berlin, 1927), da 
lats f6rmulas a aplicar en muohos casos practicos de porticos. 
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de las barras verticales al flexarlas los pares M, se obtiene la ecuacion 
siguiente: 

PP _ _M_ Mh 
WWJ 2 EI " 2 E/,' 

de donde 

1 



2. Determinar las reacciones horizontales o empni'es E para el 
caso representado en la figura 170. ^rrrTTfTft 

Solucidn: Utilizando la ecuacidn (114) y apli- ^rrrflTlTIlllllll/? 
cando el m6todo de superposici6n. se obtiene 



a- qi " 



i 

+ 3 I, I 



H 




3. Dibujar el diagrama del momento flee- T 
tor para las tres barras del problema anterior. 17<> 
suponiendo h = I e I •= I v 

4. Determinar los momentos flectores en las uniones del cuadro 
representado por la figura 171. 




M 

Fig. 171 



(b) 



M 



Solucidn: Separando las barras del cuadro en la forma que indica 
la figura 171 (6), las ecuaciones que determinan los pares M y ilf, son: 

0, = 0; y 6, = 6i. 



Sustituyendo en estas ecuaciones 
Pc {I — c) 



9i = 



%EI 



Ml^ _ Mh _ 

2EI ; 1 ~'iEI 1 QEI,' 



Mh_ 
6EI t 



3 Elt' 



2 Elj 



se tienen dos ecuaciones que determinan M y M t . 
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5. Un cuadro simetrico rectangular esta sometido a la accifin de 
una fuerza horizontal H, tal como inrlica la figura 172. Determinar los 
momentos flectorea M y M, en los nudos. 

Soluci&n: La linea deformada del 
cuadro se ve en la figura 172 (a). 
Descomponiendo el cuadro en las ba- 
rras — fig. 172 (6) — , y fijandonos en 
la barra CD, se tiene: 




8, 



Mil = (Hh 
6 EI ~ V 2 



(a) 



Considerando aliora la barra verti- 
cal AC como un voladizo empotrado 
en C con un angulo 8 1( el giro en el ex- 
tremo A sera. 

„ . H h 1 Mh 

o 2 



8,+ 2 2fii, 



EI, 



(b) 



Finalmente, debido a la flexion de 
la barra A B. 



0i> 

De las ecuaciones (a), (6) y (c) se deduce 
Hhf, . 3h 



Ml 
(i EI, 



M 



1 



j. 1 a. fi /l 



(C) 



(d) 



Sustituyendo en la ecuacion (a), se encontrarla el momento M x . 

Cuando la barra horizontal tiene una rigidez muy grande, el estado 
elastico del cuadro se aproxima al del portico de la figura 168, some- 
tido a una carga lateral H. Sustituyendo en (d) I = cc, se obtiene para 
este ultimo caso 

1 



il4 = — 



1 + 6h 



h 
h 



(e) 



El caso de un pdrtico articulado (fig. 165), sometido a la acci6n 
de una carga lateral aplicada en A puede deducirse de la ecuacion (d), 
poniendo en el la / = 0. 

6. Determinar los empujes H y los momentos M„ y M b on los nu- 
dos Ay B del portico representado en la figura 173. 

Eeapuestu: 



H = ¥o 



M b = 



1 1 m + 20 

2 m + 2 ' 

7 m 



2m + 3 
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siendo 



I h 

m= °T,'T 



7. Un semip6rtico esta formado por dos barras unidas rlgidamente 
en B y empotradas eniyC (fig. 174). 



a 





<\ 






I 






lr 






C h hP 




-9- 




Fig 173 





5 / 



A 



Fig. 174 



Determinar el momento fleeter M en B y la fuerza de compresion P 
en 4B cuando, debido a una variaci6n de temperatura, la barra AB 
aumenta su longitud en A = al (t ¥— 1 0 ). 

Respuesta; P y M pueden calcularse por las ecuacione» 

Pl\ MV{ 



SEJ 2EF 



IB, 
2 EI 



EI ' 



= A, 

Ml 
' 4 EI 



44. Vigas sobre tres apoyos. — El caso de una viga sobre tres 
apoyos - fig. 175 (o)— es un problema con una ligadura hiper- 
estatica. Escogemos como hiperestatica la reaccion en el apoyo 
mtermedio. Utilizando el metodo de superpos ci6n, puede ob- 
tenerse la solution del caso (a) combinando los casos represen- 
tados en (b) y (c). El valor de la reaccion intermedia X se en- 
cuentra imponiendo la condition de que la flecha producida en C 
por la carga P se elimine por la action de X. Empleando la ecua- 
cion (86), se obtiene la relaci6n siguiente: 

xi\i\ 



de donde 



ft 



X = 



- y EI. 3 (J, + k) EI, 

Pc [(h + k)*-c*-lX\ 



21,11 



(115) 



Si la carga P actua en el tramo izquierdo de la viga, puede 
utilizarse la misina ecuacion; pero la distanoia c debe rnedirse 
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a partfr del apoyo A y permutarse ij por / 2 . Para l x = i t = I, la 
ecuacion (115) da 

Pc (3** -c 2 ) 



2i 3 



(116) 



Resuelto el problema para una carga aislada, puede resolver- 
se para cualquier sistema de cargas empleando el metodo da 
superposition. 

El problema de la viga sobre tres apoyos puede resolverse 
por otro procediraiento. Imaginese la viga dividida en doa por 




el punto C —fig. 175 (d)— y sea M c el valor del momento fleotor 
que en la viga primitiva se presenta en el apoyo G. De este modo, el 
problema se reduce al estudio de las dos vigas isostaticas represen- 
tadas en (d). El valor de M se deduce por la condici6n de conti- 
nuidad de la elastica en el punto G. Esta condici6n es 6 = 6' 

Empleando para el calculo de las rotaciones las ecuacumes 
(88) y (104}, paginas 136 y 151, se obtiene 



de donde 



ZEL 



■c 2 ) MJ^^ 
6l 2 EI t 2 EI,' 



(U7) 
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El area rayada de la figura 175 (d) representa el diagrama de 
niomentos flectores. 

Problemas 

1. En el ejemplo expuesto en la figura 175 probar que el valor del . 
momento f lector M e dado por la ecuacion (117) es el que correspondea 
ta seccidn en C cuando el problema se resuelve por la ecuaci6n (115). 

2. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para la viga del pro- 
blema anterior, si J, = l t , c =» ~ y P — 500 kg. 

3. Una viga sobre tres apoyos — fig. 175 (a) — esta sometida a la 
acci6n de una carga uniformemente repartida de intensidad q. Deter- 
minar el momento flector en el apoyo C. 

Solucidn: Utilizaremos el metodo de superposicion. Se sustituye P 
por qdc en la ecuacion (117) y se integra a lo largo de los dos tramos. 
Se obtiene: 

fh qc PI — c 8 ) dc fh qc — c") dc _q 1% + 1$ 
Jo 2 k (h + k) Jo 22, (h + y 8 ' k + W 

El sentido en que actua este momento es el de la figura 175 (d). 

4. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para la viga del pro- 
blema anterior, suponiendo J, = Z 2 y q =» 8 kg. /cm. 

5. Determinar el momento flector maximo en valor absolute en la 
viga ACB (fig. 175), si P = 5.000 kg., I, = 2,70 m., J, = 3,60 m. y 
c = 1,80 m. 

Respuesta : 

M m&x = 3.540 kgm. 

6. Una viga sobre tres apoyos equidistantes esta sometida a la 
acci6n de una carga uniformemente repartida de intensidad q. Hallai 
la reaccidn en el apoyo central si este, por la acci6n de la carga, cede y 
desciende una cantidad S. 

Solucidn: Utilizando el metodo mostrado en la figura 175 (6) y (c), 
la reaccion X en el apoyo central se encontrara por la ecuaci6n 

_6_ qWy ' X (21)* 
384 EI " 48EI + °* 

de donde 

„ 5 „ . 6SEI 
X = 8 2 ^ JT' 



cuando 



7. Determinar el incremento en la acni6n de la viga A B sobre el 
apoyo O — fig. 175 (o) — producido por un caientainiento irregular de 
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la viga si la temperatura varfa desde el valor t, en la cara inferior, al f„ 
en la superior, con arreglo a una ley lineal, t > «, y <, = l t = I. 

Solution: Si se quitase ei apoyo C, debido al calentamiento irre- 
gular de la viga, esta tomaria la forma de un arco de euouio. £1 radio 
de este cucuio ae determinaria por la ecuacioa 



*(t-h) 
h ' 



efendo h 1» altura de la viga y a el coeficiente de dilataeiori por el ealor. 
La flecha correspondiente al centro seria S = - y m tottccion X on O 
se halluria por la ecuacidn 

X(21)* 



= 8. 



8. "Determinar el diagrama de momentos flectores para la viga 
ABO, apoyuda aobre tres poutones (fig. 176), si el area de la secci6n 

recta horizontal de cada pon- 
ton es 4 y el peso por unidad 
de volumen del agua es y. 

Solucion : Prescindamos del 
apoyo en 0. La flecha produ- 
cida en este punto por la car- 
ga P consta de dos partes; (o) 
la flecha debida a la flexi6n tie 
la v?£ra. y (b) la flecha debida al descenso de los pontonee A y B. Me- 
diouu) la ecuacion (91), se obtiene: 




Fio. 176 



Pc 



2 Ay 



(a) 



Ln reaction X en el apoyo central disminuye la flecha anterior en 
la canuclad 



X(2l) t 



+ 



48EI Z ^ 2 Ay 



La diferencia entre (a) y (6) representa el descenso del punto O, 
por lo que se deduce la ecuacion siguiente: 

X X_ 
Ay 



4»EI, Wil) i0i + 2Ay 



48 EI Z 2~A^ 

Oonocido X, puede dibujarse facilmente el diagrama de momentos 
flectores. 



45. Vlgas continuas. — En el caso de una viga continua so- 
bre varios apoyos (fig. 177), se considera corrientemente uno 
de los apoyos como articulation fija y los demas como articuia- 
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ciones sobre rodillos. Con esta disposition, cada apoyo inter - 
medio supone una ligadura hiperestatica, es decir, el numero de 
ligaduras hiperestaticas que el sistema presenta en total es igual 
al numero de apoyos intermedios. Por ejemplo, en el caso re- 
presentado en la figura 177 (a) el numero de incognitas hiper- 
estaticas es cinco. Para resolver el problema puede utilizarse 
cualquiera de los metodos empleados en el parrafo anterior. Si 

M, M 2 M, M 4 M, 



la; 

Jin 



6 



Jn . (D) . /„„ . 



Mn: 




n 



lint 



An 







'n 






• bun . 




An-tl 



n+t 



Fig. 177 



el numero de apoyos es grande, el segundo metodo, o sea el que 
toma como ligaduras hiperestaticas los momentos fiectores en 
los apoyos intermedios, resuelve el problema de modo mas sen- 
cillo. Sea — fig. 177 (6) — dos vanos adyacentes n y n + 1 de una 
viga continua, cortados de ella en los apoyos n — 1, to y tc + 1, 
y representemos con M H _ lt M n y M n+1 los momentos flecto- 
res en dichos apoyos. Los sentidos de estos momentos depen- 
den de las cargas que actuen sobre la viga. Nosotros les asigna- 
remos los sentidos de la figura l . Es evidente que si los momentos 
flectores en los apoyos fuesen conocidos, el problema de la viga 
continua quedaria reducido al calculo como vigas simplemente 
apoyadas de los diferentes tramos de la viga continua. Para cal 
cular los momentos flectores M H _ X , M n , M n+1 , utilizaremos la con- 
dition de continuidad de la elastica en los apoyos. Para un apoyo 
cualquiera to esta condition de continuidad queda satisfecha si 

6 = 8'. (a\ 

1 Si al averiguar el valor de los momentos se obtienen para al 
gunos valores negativos, la direccion en que acttuin estos momentos 
sera eontraria a la de la figura. 
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Las expresiones generales de los angulos de rotacion en los 
extremos se calculan como reacciones producidas en las vigas 
conjugadas cuando se cargan con las areas de los diagramas de 
momentos flectores correspondientes — fig. 177 (c). 

Sea A n el area del diagrama de momentos flectores para el 
tramo n considerado como viga simplemente apoyada debido 
a la carga real en ese tramo y representemos con a n y b n las dis- 
tancias horizontales del centro de gravedad G„ de dicho diagra- 
ma a los apoyos n — 1 y k. Debido a esta carga, el angulo gi- 
rado por el apoyo n sera 

Sumando a esta rotacion la que los pares -3f„_ 1 y M n pro- 
ducen en el apoyo n y cuyo valor es, ecuaciones (103) y (104), 

IMnU Mn^M 

\SEI, 6EI, )' 
el angulo total del giro sera 1 

e _ _IMJ„ Mn-jln + A n a „ \ 

\ZEI t QEI 2 i n ElJ 
Por el mismo procedimiento se obtiene para el tramo n -f- 1 
q, __ -A n+l b n +1 ^ M n l n+1 M n+ 1 l n+l 
l n+ , EI Z 3 EI Z 6 EI Z 
Sustituyendo (6) y (c) en la ecuacion (a), resulta 

Jf._^ + 2M n (l n + M n+1 l n+ , - - 6 4"-^ - 54s±!*»±! (118) - 

Relation conocida con el nombre de xecuacion de los tres 
momentos» 2 . Como el numero de estas ecuaciones es igual al 
numero de apoyos intermedios se tendra un sistema de ecua- 
ciones determinado que dara los valores de los momentos flec- 
tores en los apoyos sin dificultad. Al enunciar el problema he- 
mos supuesto que los extremos de la viga continua estaban 



1 E] sentido positivo para el angulo 8 es el de las agujas del reloj. 

* Esta ecuaei6n fue establecida por Bertot (vease Comptes rendu* 
de la Sociitf dea Ingenieura civils, pag. 278, 1855). Vease tambien Cla- 
peyron, Paris, C. R., t. 46, 1857. 
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apoyados. Si uno o ambos extremos estan empotrados, el nu- 
mero de ligaduras hiperestaticas sera mayor que el numero de 
apoyos intermedios y sera necesario establecer ecuaciones adi- 
cionales que expresen la condition de que no giran las secciones 
extremas de las vigas a fin de determinar el problema (vease 
problema 5, pag. 199). Conociendo los momentos en los apoyos, 
se calculan sin dificultad las reacciones que se presentan en ellos. 

Tomando, por ejemplo, los dos tramos n y n -\- 1 — figu- 
ra 177 (b) — y considerandolos como vigas simplemente apoya- 
das, la reacci6n R' n en el apoyo n, debida a las cargas reales 
sobre los dos tramos, se calcula facilmente. A ella se sumaran 
las reacciones debidas a los momentos M n _ v M n y M n+V To- 
mando como sentidos de estos momentos los indicados en la figu- 
ra 177 (b), el efecto adicional sobre el apoyo n sera 
M n . l — M % —M n + M n+1 
I + I 

La reacci6n total R„ sera, por consiguiente, 

En = R„ + EzzlZlK" + -M n + M Jl± _ K (n9) 

La ecuacion general de continuidad (a) puede utilizarse tam- 
bien en aquellos casos en que por defectos de montaje los apo- 
yos no estan al mismo ni- 

vel (fig. 178). Sean B„ y B B+1 L,„„ijL_„| ' 

los angulos de inclination 7 - j- iz ^."*' ! 

con la horizontal de las 11- |- 4, «i- » 

neas rectas que unen los apo- Fig. 178 

yos en los tramos n y n + 1. 

El angulo de rotacion dado por las ecuaciones (b) y (c) estaba 
medido desde las lineas que unen los centros de las articulacio- 
nes; por consiguiente, el angulo 6 entre la tangente en n y la 
horizontal sera, para el tramo n, 



6 = 



iMJn Mn-Jn A n On „ \ 

(3 EI, 6 EI, l„EI t P /' 



y para el tramo » + 1, 

l„ + iEI t 3 EI, 6 EI, n+t ' 
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Sustituyendo en la ecuaci6n (a), 

M n ^l n + 2 M n (Z„ + l n+l ) + M n+ 
_ 6 ^»"i> 6 A n+1 b n+1 

In I 



GElAPn+i-Pn). (120) 



Si h n _ v h„, h n+J representan las alturas de los apoyoa 
n — 1, n y n -\r 1 respecto a una llnea horizontal de referenda, 
se tiene 



ft 



In 



Sustituyendo en (120), se podran calcular facilmente los mo- 
mentos flectores. 

Problemas 

1. Determinar los diagramas de momentos flectores y fuerza cor- 
tante en una viga continua de tres tramos iguales cargada de modo 
uniforme con una intensidad q (fig. 179). 




r— ' 



(a) 



' 1 



T 



Fig. 179 



Solucidn: Para una viga simplemente apoyada con carga unifor* 
memente repartida, el diagrama de momentos flectores es una para- 

foola de ordenada maxima El area del segmento parab61ico es 

El centro de gravcdad esta eu la vortical del centro del tramo, o 
sea a n =» b„ =» ^. 

Sustituyendo, en la ocuacion (118), se obtiene: 

Mn-xh, + 2 M n [l n + /„ +l ) + AW, + , - - f - ik±£. (US') 
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Aplicando esta ecuaci6n a nuestro caso (fig. 179) para los tramos 
primero y segundo, y teniendo en cuenta que en el apoyo 0 el mo- 
men to f lector es cero, se tendra: 

qP 
2 ' 



4 M-,1 + M 2 l -= 



(d) 



For las condiciones de simetria es evidente que Jf, = M t . 



Por consiguiente, de (d) se deduce que M y = — 



10' 



El diagrama de momentos flectores se muestra en la figura 179 (a) 
por medio del area rayada. La 
ieacci6n en el apoyo 0 es 

1 4 



H ° ~ ~2 ~ To 



1 10 



ql. 



La reacci6n en el apoyo 1 es: 




Fig. 180 



El diagramfi de fuerza eor- 
tante esta representado en la 

figura 179 (b). El momento maximo se presentara donde la fuerza cor- 
tante sea cero. El momento Hector maximo en valor absoluto se pre- 
senta en los apoyos intermedios. 

2. Encontrar la expiesi6n del segundo miembro de la ecuaoi6n (118) 
cuando existe una carga concentrada en e) tramo n y esta descargado 
el tramo n + 1 (fig. 180). 

Solucion : En este caso, A n es el area del tnangulo de altura ^ >c ^" ~ °^ 



Po(/„ — c; 



y««='» 



l n +0 



y de base l„; por consiguiente, A n • 
Sustituyendo en (118), tenemos 

M„_ 1 i„ + 2 M n (l n + l n+1 ) + M n+1 l n+1 = - ^fa-cM gJn^c). 

3. Determinar los momentos flectores y las reacciones en los apo- 
yos de la viga continua representada en la figura 181. 





4£ 




8t 

i 


to f 






J>-60^ 


5* 


r 








ISO 


_>2<L_ 




IRCt 











Fig. 1S1 



Prspuesta : M, = — 46,2 toneladas.cm.; M, = — 112.2 tonela- 
das.cm., ikZ 3 = 49,5 toneladas.cm. Las reacciones son: R„ — — 0,386 
toneladas; B l = 2,69 toneladas; iJ s = 6,22 toneladas; B t = 3,75 to- 
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neladas; JJ 4 = — 0,275 toneladas. Los momentos en los apoyos son 
negativos y producen, al flexar la viga, convexidad hacia arriba. 
4. Dibujar los diagramas de momento flector y fuerza cortante 

para la viga continua representada en la figura 182 (a) si P = ql, c => 

Solution: En este caso, la carga en la viga conjugada para el pri- 
gl 3 

mer tramo vale A x = para el segundo tramo, A 2 = 0, y para el 
tercer tramo, 

2l-c l+o 



_ Pc(i-c) . 
A »- 2 ' 



o 3 = 



3 ' "" 3 
Sustituyendo en la ecuacion (118), se obtienen las siguientes: 

4M,i + M t l= 



de donde 



44 

960^ 



Ambos momentos son negativos y, por tanto, el diagrama de mo- 
mentos flectores sera el de la figura 182 (6). Para obtener el diagrama 

i c r 




*49f> 



in "i r 

w 



/V, 




4^ 



.OOSfi 



SS/qi 

ic) 

Fig. 182 



T 

?04fJ 



de lfl fuerza cortante hallaremos primeramente las reacciones en los 
apoyos de los distintos tramos (ecuaci6n 119), considerando los tra- 
mos como vigas independientes. Las reacciones en los apoyos 0 y 1 del 
primer tramo de la viga son: 

ql M, 



£ + ^ = 0,449 ol 
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Las reacciones en los apoyos 1 y 2 del segundo tramo de la viga son; 



— M 1 + M 2 



= 0,005 ql 



- M, + M 1 



I *" J I 

Y en los apoyos 2 y 3 del tercer tramo, 



= 0,005 ql. 



^-^ = 0,296 3 J y 



= 0,704 ql. 



Conocidos estos elementos, puede construirse el diagrama de la 
fuer*.a cortante representado en la figura 182 (c). 



i a 


r i 


k u 




P 


Pc 



Fig. 183 



5. Determmar el diagrama de momentos flectores para el caso da 
la figura 183 (a). 

Solution: La ecuacion (118) para este caso da 

M 0 l + 4 Mil + Mil = 0. 

Ahora bien, M 2 = — Pc y la condicion de extremo empotrado 
(apoyo 0) da (ecuaciones 103 y 104): 

M„l MJ 

Del sistema que forman las tres ecuaciones planteadas se obtieno 
M 0 =-~Pc; M, = + ~Pc; M 2 = -Pc. 

El diagrama de momentos flectores esta representado en la figura 183 (6). 

6. Deterininar los momentos flectores en los apoyos de una viga 
continua con siete tramos iguales, cuando esta cargado el del centro 
con una carga uniformemente repartida de intensidad q y todos los 
demas descargados. 

Respuesta . 

M, = M t = - M,= M 0 = - JL M 3 ; M x = M, = 1 M,. 
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7. Una viga continua de cuatro tramos iguales de hiz 4,80 m. eatA 
cargada uniformemente en el ultimo tramo. Dibujar los diagramas de 
fue-za oortante y momento f lector si q = 7 kg. /cm. 

8. Resolver el problema 5, suponiendo que sobre toda la viga 

actiia una carga uniformemente repartida de intensidad q y que c = g. 
Dibujar el diagrama de fuerza cortante para esta solicitacion. 
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VIGAS DE SECCION VARIABLE. VIGAS 
DE DOS MATERIALES 

46. Vigas de seccion variable. — En los estudios realizados 
hasta ahora todas las vigas consideradas tenian forma prisma- 
tica. Un examen mas detenido de los problemas muestra que 
las ecuaciones (56) y (57), obtenidas para lasbarras pri^maticas, 
pueden usarse tambien con suficiente aproximacion para piezas 
de seccion variable con tal de que la variaci6n no sea rapida. 
Los casos de cam bio brusco en la secci6n, en 
los que se presentan grandes con centraci ones 
de fatiga, se estudiaran en la Segunda parte. P~ 

Como primer ejemplo de viga de seccion 
variable consideraremos la deformacion de 
una mensula que tiene la forma de solido de Fig. 1 84 

igual resistencia, es decir, una viga tal que 
el momento resistente de su seccion varia a lo largo de la viga 
en la misma proporcion que el momento Sector. De este modo, 
tal como indica la ecuaci6n (60), (cs x )m&x permanece constante 
a lo largo de la viga y puede tomarse igual a a,. Esta condi- 
cion signifies un ahorro de material, pues cada seccion recta 
tiene solamente el area necesaria para satisfacer las condicio- 
nes de resistencia. 

Para un simple voladizo con la carga en su extremo (fig. 184) 
el momento Sector en una seccion a la distancia x de la carga 
es numericamente igual a Px. Para tener una viga de igual re- 
sistencia, el momento resistente de la seccion debera ser tam- 
bien proporcional a x. Esta condicion puede satisfacerse de di- 
<*ersos modos, 
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Consideremos primeramente el caso de secci6n rectangular 
de ancho constante b y altura variable. Entonces, por dehiu- 
cion de viga de igual resistencia, se cumplira que 

M &Px 6 PI 

— == = • = const., 

Z bh* bhl 

donde h 0 es la altura de la viga en el extreme- empotrado. Por 
consiguiente, 

I 

Lo que nos dice que la altura varla en este caso segun una 
ley parabolica. En el extremo cargado, el area de la seccion recta 
es nula. Obtenemos este resultado por haber despreciado la in- 
fluencia de la fatiga cortante al establecer la ecuacion de la forma 
de igual resistencia. En las aplicaciones practicas, estas fatigas 
se toman en consideracion modificando la forma anterior en el 
extremo cargado, a fin de tener area suficiente para transmitir 
la f'uerza cortante. La ftecha de la viga en el extremo sera 
(ecuacidn 93): 

J 0 Ebh* EbhlJo 3£/ 0 

donde I 0 — — - es el momento de inercia de la seccion en el ex- 
12 

tremo empotrado. Comparando esta formula con la ecuacion (95) 
se ve que la flecha ahora es doble que la de una barra prismatica 
de la misma rigidez a la flexion EI 0 y sometida a una carga 
igual. Es decir, la barra tiene la misma resistencia, pero no la 
misma rigidez, que una barra prismatica. 

Veamos ahora el caso en que conservamos constante la altura 
de la seccion y variamos su ancho b —fig. 185 (a), (6) — . Se tendra 

M _ 6Px = 6 PI , b==f) x 
Z ~ bh 2 ~~ 6 0 /i 2 ' ° I 

y la viga tendra la planta triangular de la figura. Como el mo- 
mento resistente y el momento de inercia de una seccion cual- 
quiera crecen con x en la misma proportion que el momento 
Hector, ademas de ser constante, (a x ) uAl lo sera tambien la cur- 
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vatnra de k, elastica (ecuacion 56) y la magnitud del radio de 
curvatura se deducira de la expresion siguiente (vease ecua- 
cion 65): 

, v hE , ^ 

(Ox)mAx = ~- • \ C I 
2 T 

La flecha en el extremo de un arco 
de cfrculo puede tomarse para fle- 
chas pequenas igual a 

8 — Jl- Pt 3 
~ 2r 



o utilizando (c), 

S = ( CT a;)m4x 



2EI 0 
hE 



(122) 



(123) 




Fig. 185 



De aquf se deduce que para este 
tipo de voladizos de igual resisten- 
cia la flecha en el extremo varla como el cuadrado de su lon- 
gitud y en relacion inversa de la altura. 

Estos resultados pueden utilizarse para el calculo aproxi- 
mado de fatigas y flechas en un muelle de ballesta. La planta 
triangular anterior se divide en tiras que se disponen como in- 
dica la figura 185 (b), (c), (d). 

La curvatura inicial y el rozamiento entre las hojas de la 
ballesta se desprecian en una primera aproximacion y la ecua- 
cion (123) puede considerarse como suficientemente exacta *. 

La teorfa de la viga conjugada puede tambien emplearse 
para el calculo de la deformacion de vigas de seccion variable. 
Recordamos a este efecto que la curvatura de la elastica en cual- 



1 Esta soluoion fu6 obtenida por E. Phillips, Annates des Mines, 
vol. 1, pags. 195-336, 1852. Vease tambien la History of Elasticity de 
Todhunter and Pearson, vol. 2, parte I, pag. 330, y Theorie derBiegungs- 
und Torsions- Fedem, v. A. Castigliano, Wien, 1888. El efecto del 
rozamiento entre las hojas fue diseutido por G. Marie, Annates des 
Mines, vols. 7-9, 1905 y 1906. D. Landau y P. H. Parr han investi- 
gado la distribucion de la carga entre las diversas hojas de la ballesta 
(Journ. of the Franklin Ins., vols. 185, 186, 187). Una bibliografia 
completa referente a resortes ha sido publicada por la Amer. Soc. 
Mech. Eng., New York, 1927. Vease tambien el libro de S. Gross y 
E. Lehr, Die Fedem, V. D. I. Verlag, 1938. 
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qnier secci6n es (ecuaci6n 56). Por consiguiente, el aumen- 
EI 2 

to de la rigidez a la flexion EI. es equivalente en cuanto a defor- 
mation de la viga a una disminucion en la misma proportion 
del momento Sector M. Puede, por tanto, referirse el problema 
de la deformacion de una viga de seccion variable al de una viga 
de seccion constante modificando las ordenadas del diagrama 
de momentos flectores.. con que se carga la viga conjugada, en 

la relacion — , siendo / el momento de inercia en la secci6n que 

se considera e I Q el momento de inercia constante de una barra 

prismatica de cuya deformaci6n 
se deduce la de la barra de seccion 
variable. 

Sea, por ejemplo, el caso de 
determinacion de deformaciones 
en un eje circular (fig. 186), cu- 
yas secciones tengan dos diame- 
tros diferentes. Sean /„ e / x los 
momentos de inercia de dichas secciones. y P la carga. 

La reducci6n al caso de un eje circular cuya seccion cons- 
tante tenga por momento de inercia /„ se hara del modo si- 
guiente: La viga conjugada A 1 B l se supondra cargada con la 
carga representada por el area rayada en lugar de con la carga 
triangular A 1 C l B v El area rayada se obtiene multiplicand© las 
ordenadas del diagrama correspondiente a la parte central del 

eje por la relaci6n j°. La determinacion de flechas y giros puede 

hacerse ahora como en el caso de barras prismaticas, en funci6n 
de los momentos flectores y fuerza cortante de la viga conju- 
gada divididos por EI 0 . 

Debera senalarse que en el caso representado en la figura 186 

el cambio brusco en el diametro del eje que tiene lugar a - de 

los apoyos origina fatigas locales en esos puntos. Este fenonie- 
no no tiene influencia en la deformacion del eje con tal de que la 
diferencia de diametro de las dos partes sea pequena comparada 
con las longitudes de las mismas. El metodo que acabamos de 
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exponer puede aplicarse tambien al caso de vigas en I compues- 
tas de seccion variable. Sea la viga de la figura 187 apoyada en 
sus extremos y sometida a la action de una carga uniformemente 
distribulda. El momento Hector disminuye desde el centro lia- 




Fig. 1S7 



cia los extremos y la viga, y, por tanto, su peso puede reducirse 

disminuyendo el niimero de palastros en las alas, tal y como es- 

quematicamente indica la figura. La deformacion de una viga de 

este tipo puede calcularse tomando como patr6n el momento de 

inercia de la seecion central. La carga para la viga conjugada, 

en lugar de ser una simple parabola, sera el diagrama rayado de 

la figura 187, en el que las disminuciones de seccion nan venido 

acompanadas de aumentos en las ordenadas del diagrama en la 
/' 

1 central 
— • 



relacion 



Problemas 



1. Una hoja de acero de la forma indicada en la figura 188 esta 
empotrada en un extremo y cargada en el otro con una fuerza P. De- 
terminar la flecha en el extremo si la longitud ea 21, a el ancho y A el 
grueso de la hoja. 

Solution: La flecha constara de tres partes: 



l.» 8,= 



Pi/ 1 



+ 



PI 3 



%E1 Z 2EI : 



flecha en B, 



2* 8 S . 
PI* 



3PP 
2 EI, 



flecha en O debida ai giro en B. y 



3 '* 83 = 2~eT f ' echa debida a la flexion de la parte BO de hoja. 
La flecha total es 

8 - 81 + 8, + 8,. 
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2. Resolver el problema anterior, suponiendo 



I = 25 cm., a = 7,5 cm., P = 500 kg. y o m4x = 5.600 kg./cm.* 

3. Determinar el ancho d de una ballesta de coohe (fig. 185) y su 
fleeha, si P = 3.000 kg., h = 12 mm., I = 60 cm., a t = 5.000 kg./cm.* 
y el niimero de hojas n = 10. 

Solution: Considerando las hojas de la ballesta como separadas de 
una placa triangular — fig. 185 (6) — , su fatiga sera: 

6 Pi 




ndh* 



de donde 
6 PI 



d = 



6 X 3.000 X 60 



15 cm. 



Fiq. 188 



rwiffe 2 10 X 5.000 x 1,2* ' 
La fleclia por la ecuaeion (123) sera: 
5.000 X 60 2 



8 = 



1,2 X 2 X 10« 



= 7,5 cm. 



4. Comparar la flecha en el centro y el giro en las secciones ex- 
tremas del eje de la figura 186 con los de un eje de la misma longitud, 
pero de secci6n constante, cuyo momento de inercia fuese igual a 7 0 . 
T6mese I x : /„ =- 2. 

Solucidn: Debido a la mayor rigidez de la parte centra), los giros 
en los extremos del eje representado en la figura 186 seran menores que 
los que tienen lugar en el eje cilindrico y estaran en la misma relacion 

que el area rayada de la figura y el area del triangulo A 1 C l B 1 . Para los! 

5 

valores dados, la relacion es = : 1. 

o 

Las flechas en el centro de am- 
bos ejes estaran en la relacion de los 
momentos producidos por el area 
rayada y por el triangulo A l C i B 1 . 
9 

Esta relacion vale 7-= : 1. 

16 

5. Una viga apoyada en sus ex- 
tremos esta cargada tal como indica la figura 189. ^Como debe variar su 
altura h para tener la forma de igual resistencia si el ancho b de la sec- 
cion rectangular permanece constante a lo largo de la viga? 

Hzttpueuta: 




6. Determinar la flecha de una hoja de acero de 12 mm. de gruesa 
(figura 190), bajo la acci6n de la carga P = 10 kg. en el centro. 

Solution: Reduciendo el problema al de la flecha de una hoja de 
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ancho constante e igual a 10 cm., el area de momentos final para este 
caso vendra representada por el trapecio adeb y se obtiene: 



El valor numerico de 



>\5 tm 



* 11 PI 3 
8 ' 48 EI, 

donde T z es el momento de inercia en el c entro. 
la flecha se calculara ahora facilmente. 

7. Determinar la flecha maxima de 
una ballesta (fig. 185) si I => 90 cm., 
h = 12,5 mm., E = 2 x 10« kg./cm. 2 , 
a t = 4.000 kg./cm. 2 . 

Respuesta: 

S = 12,95 cm. 



8. Una viga rectangular simplemen- 
te apoyada sufre una carga P que se 
mueve a lo largo de la luz. jC6mo debera 
variar la altura h de la viga para que esta Fio. 190 

tenga la forma de solido de igual resisten- 
cia si el ancho b de su secci6n recta que tiene la forma de rectangulo 
permanece constante a lo largo de la viga? 

Solucidn: Para una posicion dada de la carga, el momento maximo 
acontece bajo aquella. Representando por x la distancia de la carga 
ai punto medio de la luz, el momento flector bajo la carga es 




M = 



La altura h que en este punto debe tener la v,ga viene dada por la 
ecuaeion 



6M 



at = 



de donde, 



"* bh? ' 
ba t lba t U J 



6 PI ^ l*~ 



4 ba t 4 

Es decfr, que en este caso la altura de la viga varfa segun nna ley 
euptioa, siendo los semiejes de la elipse 



i/m 
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9. Determinar los monientos de empotramiento perfecto en los 
extremes de la viga AB representada en la figura 191, cargada 



en su centro con la fuerza P. Se tomara 









V" 




— I 


A 




' 2 




Solution: Se obtiene la so- 
lution combinando los dos ca- 
sos simples de las figuras (6) 
y (c). La condicion de extremos 
empotrados equivale a la de 
giros nulo3 en dichas secciones 
y, por tanto, las reaeciones 
correspondientes a las vigaa 
conjugadas (6) y (c) deberan 
aer iguales. 

Tendremos: 

PI l_3Pll 
T ' 2 8 4 2 ' 



Ml Ml 

Ml j-» 

4 



de donde 



Fig. 191 



10. Resolver el problems anterior en la hipotesis de aplicar doa 
fuerzas iguales a P en los puntos C y D. 
Beapuesta : 

6 

47, Vigas de materiales diferentes.— Hay casos en la prac- 
tica en los que se emplean vigas formadas por dos o mas mate- 
riales diferentes. La figura 192 (a), representa un caso sencillo; 
se trata de una viga de madera reforzada r~ * -H 
por una llanta de acero sujeta con pernos 
a la cara inferior de la viga. 

Suponiendo que no hay deslizamiento 
entre el acero y la madera durante la fle- 
xion, podremos utilizar la teorla de la 
flexion de vigas de una sola pieza. Como 
las secciones planas permanecen planas 

durante la flexion, las deformaciones unitarias de extensi6n y i 
compresion seran proporcionales a las distancias a la linea neu- : 
tra. Debido a que el modulo de elasticidad de la madera es mu-| 
cho menor que el del acero, la parte de madera que trabaja a la- 
flexion sera equivalente a una zona mucho mas estrecha de ace- ; 
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ro, tal como indica la figura 192 (b). Para mantener constant© 
el momento de las fuerzas interiores, dada una curvatura, es de- 
ck, establecidos un alargamiento y una contraccion, el ancho b t 
del alma de acero equivalente al ancho 6 de madera que tene- 
mos debera ser 

&, = b ?±. (a) 
E a ' 

-De este modo, el problema se reduce a la flexi6n de una viga 
toda ella de acero y seccion en T. Consideremos, como ejemplo, 
una viga apoyada de 3 m. de longitud y cargada en su centro 
con 500 kg. Las dimensiones de la parte de madera de su sec- 
cion recta son b — 10 cm. y h = 15 cm., y por el lado convexo 
esta reforzada con una llanta de acero de 2,5 cm. de ancho y 

E ] 

12,5 mm. de grueso. Suponiendo que ~ = — y empleando la 

ecuacion (a), la seccion equivalente sera un alma de 15 X 0,50 
y un ala de 2,5 x 1,25. Las distancias de las fibras mas alejadas 
de la llnea neutra —fig. 192 (6)— son h x = 6,35 cm. y = 9,90 
centimetros. El momento de inercia respecto a la lmea neutra 
es I z — 287,9 cm. 2 ; por consiguiente, las fatigas en las fibras 
extremas seran (ecuaciones 61) 

_ __^mdA 150.000 x 6,35 bo .. . 2 

oWx = ; = = 824 kg./cm. 2 . 

h 4 X 287,9 

-flfmin K 150.000 X 9,90 „ 

«Jn,in = — - — - = — - = — 1.288 kg./cm. 2 . 

h 4 x 287,9 

Para obtener la fatiga maxima de compresi6n en la madera 

77T -I 

de la viga primitiva se multiplicara o- mfn por ^ = — • 

r E a 20 

Como otro ejemplo de flexion de una viga formada por dos 
materiales diferentes consideraremos el caso de una pletina cons- 
titui'da por la soldadura de otras dos: una de acero al niquel y 
la otra de metal Monell (fig. 193). La flexion de la pletina as) 
formada por la accion de fuerzas exteriores puede analizarse 
del mismo modo que el problema anterior, siendo solamente ne- 

E. 

cesario conocer la relacion — siendo E„ y E a los modulos de 
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elastieidad del Monell y del acero. Consideraremos la flexion 
debida a un cambio de temperatura. El coeficiente de dilatacion 
del Monell es mayor que el del acero al niquel, y cuando crece 
la temperatura la pletina se flexa, originando concavidad en la 
parte del acero. Este fenomeno de flexion de las pletinas bi- 
metalicas por el cambio de temperatura se utiliza en aparatos 
diversos aplicados a la regulation de la temperatura 1 (termos- 

tatos). Sea - el espesor de cada pletina; b, la anchura; t, el au- 

2 

mento de temperatura; r, el radio de curvatura; v. a y a m , los coe- 

ficientes de dilatacion del 
acero y del Monell; EJ a , 
la rigid ez a la flexion de la 
pletina de acero, y E m I m , 



m 




m, 






\ 








n 




n,(a) 



m, 




Monell *~ 



3*fPi 

Fro. 193 



la rigidez a la flexion de la 
de Monell. Cuando la tem- 
peratura aumenta, la ple- 
tina de Monell, cuyo coe- 
ficiente de dilatacion es el 
mayor, queda comprimida 
y, en cambio, la de acero queda extendida. Considerando un 
elemento de pletina separado de la pieza por dos secciones ad- 
yacentes mn y i^n, —fig. 193 (c)— , las fuerzas internas Ugadas 
a la section de acero se reduciran a una fuerza de extension P x y 
a un par M y Del mismo modo, para el Monell, las fuerzas in- 
ternas pueden reducirse a la compresion P 2 y al par M 2 . Las 
condiciones dc equilibrio de estas fuerzas son: 

P, = P* = P 



— =-.3^ + if,. 
2 



Empleando las ecuaciones 



r r 



(a) 



» Vease publicaci6n del autor en Journal of the Optical Soe. of 
Amer., vol. 11, pag. 233. 
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y sustituyendo en (a), se tiene 

Ph EJ a , E m I m 

2 r r 

Puede obtenerse otra ecuacion para determinar P y r por la 
condition de que en la superficie de union, c — c, el alargamiento 
unitario del Monell y del acero deben ser iguales; por consi- 
guiente, 



xJ + -— i + 



E.Jib ir EJib 4r 

o 

2P/ 1 , 1 \ , . h 



kb[E a + Ej = i « m --* a)t -2r- (C) 
De las ecuaciones (b) y (c) se obtiene 

~- ( EJ a + E m I m )(± + M^ («, -0L a )t~ (d) 
bh*r \E a E m j 2r 

Sustituyendo en esta ecuacion 

bh' 6 

h = I m = — y E a = 1,15 E m , 
96 

se obtiene la siguiente ecuacion aproximada: 

1 _ 3 (Km OL a ) t 

r ~ 2 h 
y ahora, por la ecuacion (b), 

P = 3 (« m — a.) t (EJ a + E m I m ) = - (a,, — a 0 ) t (E a + E m ) (/) 
h 2 32 

y 

Jf, = EJ a ; M 2 = *^~°A< ET m . n (g ) 

2 h 2 h 

Las ecuaciones (/) y (g) determinan P, M 1 y M 2 . La fatiga 
maxima en el acero se obtiene anadiendo a la fatiga de extension 

producida por la fuerza P, la fatiga debida a la curvatura ^: 



bh 4 r bh z r\ 16 / 
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Suponietido, por ejemplo, que ambos metales tuviesen el 
mismo modulo E, se obtendria 

hE 

G mix — -- > 
dr 

o, empleando la ecuaci6n (e) 

Para E = 2 X 10* kg./cm.*, t = 200° G y a M — «,, = 4 X 10 6 
se obtiene 

a m4x = 800 kg./cm.* 
La distribucion de las fatigas debidas al oalentamiento se 
ve en la figura 193 (c). 

Problemas 

1. Hallar el momenta flector maximo que debe solicitar a la viga de 
madera reforzada con una llanta de acero de la figura 192, si b = 15 cm., 
h = 20 cm. y el espesor de la llanta es 12 mm. Sup6ngase E m = 10* 
kg./cm. a , E a = 2 x 10' kg./cm. a , or, = 100 kg./cm.", para la madera, 
y a t = 1.300 kg./cm. a para el acero. 

2. Sup6ngase que la viga de madera del problema anterior esta 
reforzada en la cara superior con una llanta de acero de 5 cm. de ancho 
y 2,5 cm. de gruesa y en la cara inferior con otra de 15 cm. de ancha 
v 12 mm. de gruesa. Calciilese suponiendo los mismos valores que an- 
teriormente para E y a t el momento flector maximo que debe solicitar 
a la viga. 

3. Una pletina bimetalica tiene una longitud I = 2,5 cm. Hallar 
la flecha en su centro producido por un aumento de temperaturajgual 
a 200 grados centigrados si E a = 1,15, E m y a m — a a == 4 X 10 

48. Vigas de hormigon armado.— Conocido es por todos que 
la resistencia del hormigon a la compresion es mucho mayor que 
a la extensi6n. Por consiguiente, una viga rectangular de hor- 
migon puede flexarse solo d^bilmente debido a las fatigas de 
extension que oe presentan en su cara convexa y que solamente 
pueden alcanzar valores reducidos. La viga puede deformarse 
en mucho mayor grado. disponiendo barras de acero en el lado 



1 Esta ecuaci6n vale tambien para E a = E, 
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convexo, tal como indica la rigura 194. Como el hormig6n se 
adhiei-e fuertemente al acero, no hay deslizamiento de un ma- 
terial con relacion al otro durante la flexion y puede aplicarse 
a este caso los metodos aplicados en el parrafo anterior para el 
calculo de las fatigas de flexion. En la practica, la seccion de 
acero que se pone en la viga es tal que la resistencia a la exten- 
sion del hormigon en el lado convexo se extingue antes de que 
el acero alcance el pun to de 
fluencia, y para cargas mayo- 
res practicamente el acero re- 
siste todo el esfuerzo de exten- 
sion. Por consiguiente, para 
los calculos practicos de fati- 
gas de flexi6n en vigas de 

hormigon armado se acostumbra a suponer que toda la tracci6n 
la absorbe el acero y toda !a compresion el hormigon. Reempla- 
zando las fatigas de extension en el acero por su resultante R, la 
distribucion de fuerzas interiores en cualquier secci6n mp sera 
la de la figura 194 (6). Suponiendo, como anteriormente, que las 
secciones permanecen planas durante la flexion y representando 
por kh la distancia de la Hnea neutra nn a la cara superior l , la 
contraccion unitaria del hormigon e A y el alargamiento unita- 
rio e B de las barras de acero vendran dados por las expresiones 
siguientes: 




kh 

h = ; 



So = 



(1 — k)h 



(a) 



El hormigon no sigue la ley de Hooke y su diagrama de com- 
presion tiene forma analoga al de la fundicion — fig. 2 (b) — . A me- 
flida que la fatiga de compresion aumenta, el coeficiente angular 
de la tangente al diagrama disminuye; es decir, que el m6dulo 
de elasticidad del hormigon disminuye con el crecimiento de la 
fatiga. En los calculos practicos de flexion en vigas de hormigon 
armado se acostumbra a suponer que la ley de Hooke es valida 
para el hormig6n y se compensa la variacion del modulo toman- 
do para el un valor mas bajo "que el deducido en los diagramas 



• A es un factor numerico menor que la unidad. 
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de ensayos cuando las fatigas son pequefias. Las norma? ale- 

E 

manas e inglesas suponen que = 15. Las normas italianas 

atribuyen a esta relacion el valor 10. De las eouaciones (a) se 
deduce que las fatigas maxiraas de compresion para el hormi- 
gon y de extension para el acero son 

kh „ (1 — k)h . 
<r A = E h ; a a = A a . (0) 

r »" 

La posici6n de la linea neutra de la seccion se encnentra es- 
tableciendo que las fuerzas internas ligadas a la seccion mp de- 
ben reducirse a un par igual al momento flector. La fuerza de 
compresion en el hormigon debe ser igual a la fuerza R en las 
barras de acero 1 , o sea 

2 

donde A„ es el area total de acero en la secci6n. Empleando la 
noci6n de cuantia de acero ~ = % y Uamando n a la relacion 
^, mediante las ecuaciones (c) y (6) obtendremos 

k 2 = 2(l—k)nn v (d) 

de donde 

j, _ _ nWl f V(ww!) 2 + 2 nrij. (124) 

Despues de determinar la position de la linea neutra por la 
ecuacion (124), la relacion entre las fatigas maximas en el hor- 
migon y en el acero se obtiene por las ecuaciones (6) 

CT * k (125) 



cr a (1 — h)n 

La distancia a entre la resultante R de las fatigas internas 
de compresion y la fuerza interna extensora —fig. 194 (&)— es 

(i-*)* = (i-*)* < 126 ) 

Lassecciones rectas de las barras de acero corrientemente son 
pequefias y por ello se emplea la fatiga media en lugar de la fat.ga 
maxima. 
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y el momento de las fuerzas internas que ha de igualarse d 

flector exterior M es 

n . akbh 
aR = aA a a a = a h = M, 

2 

de donde 

M 

o„ = — , (127) 
aA a 

akbh 

Utilizando las ecuaciones (124) a (128) pueden calcularse 
facilmente las fatigas de flexion en el caso del hormigon armado. 

Problemas 

E 

1- Si •=- = 15 y A a = 0,008 bh, determinar la distancia de la li- 

nea neutra a la cara superior de la viga (fig. 194). 

Solucidn: Sustituyendo en la ecuacion (124) n = 15, n x = 0,008, 
se obtiene k = 0,384, y la distancia pedida sera kh = 0,384 h. 

2. Determinar la cuantia n x = si la fatiga maxima de extension 
en el acero es 960 kg./cm. 8 , la fatiga maxima de compresi6n en el hor- 

w 

migon es 51,6 kg./cm. a y -= - = n = 15. 

Solution: Por la ecuacion (125), k = 0,446. Por consiguiente (ecua- 
cion d) 

i.2 

2 (1 — k)n 

3. Determinar la cuantia ra x si la fatiga maxima de compresi6n 
en el hormig6n es un veinteavo de la fatiga de extension en el acero. 

Bespuesta : 

rij = 0,0107. 

4. Si n => 15 y la fatiga de trabajo por compresion en el hormi- 
gon es 52 kg./cm. 2 , determinar la carga admisible en el centro de una 
viga de hormigon armado de 3 metros de luz, apoyada on bus extremos 
y tal que 6 = 25 cm., h = 30 cm., A a = 0,00975 bh. 

Solution: Por la ecuacion (124), 

& = — 15 X 0,00975 + V(15 X 0.00975) 2 + 2 X 15 X 0,00975 = 0,414. 

Obtenido k, la ecuacion (128) da ilf nlix = 208,750 kg./cm., y la 
carga admisible sera 

p _4M,„ 4j 208.750 x4 

P 1 = — fog = 2.784 kg. 
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5. Caloular el momento jnaximo dc trabajo para una viga de hor- 

E 

mig6n armado si 6 = 20 cm., /* => 30 cm., A a => 12,5 cm.", ^ = 12, 

y la fatiga do trabajo para el acero es 1.200 kg./cm.* y para e] horniignn, 
64 kg./cm. a . 

Bespuesla : M = 2.400 m. kg. 

6. Determinar el valor de k para el que las fatigas de trabajo ad- 
rmsibles para el acoro y el hormig6n se alcanzan simultaneamente. 

Solwi&n: Sean a, ( y o„ las fatigas admisibles para el hormigdn y el 
acero. Tomando esta relacion por las ecuaeiones (fe) y eonsideraiido cl 
valor absoluto, se tieue 

O a (1 - *) E a * 

de donde 

/. - -. 

Si la viga satisface a esta condicion, se dice que el reforzado es per- 
fecto. Dada k y empleando la ecuacion (126), se obtiene la altura por 
la ecuaci6n (128) y el area A a por la ecuaci6n (127). 

7. Determinar la cuantia Wj = ~ si a„ => 960 kg./cm. s , o A => 51,6 

E 

kg./cm. J y n = = 15. 

Solueuin: Por la fdrmula del problema anterior se obtiene 

k = 0,446. 

Sustituyendo en la ecuaci6n (d), se obtiene 
rij = 0,012. 

8. Proyectar una viga de 25 cm. de ancha solicitada por un mo- 

mento de 3.375 m. kg., si o A .= 60 kg./cm. 3 , c a = 960 kg./cm.» y ^ - 12. 

Hallar la altura h y la seccion de hierro A a . Sup6ngase que el reforzado 
es perfecto, como en el problema 6. 

49. Fatigas cortantes en vigas de hormlgfin armado. — 

Usando el metodo del artioulo 26 y tomando en examen el ele- 
ments mnm^i comprendido entre dos secciones adyacentes 
m p y (fig. 195), se deduce que la fatiga cortante maxima 

x x , actxia sobre la superficie neutra nn v Representando por dji 
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la diferencia entre las fuerzas internas totales de compresi6n en 
el bormigon ligadas a las secciones nip y m^p x , la fatiga cortante 
x xy ligada a la superficie neutra se encontrara por la ecuaciOn 
de equilibrio siguiente: 

(txjnu.zbdi: = dR, 

de donde 

t K 1<iR , , 

b dx 

Puesto que el momento Sector es 

M = Ra, 
la ecuacion (a) se puede escribir 

i \ ldM V 

ao ax ao 

donde V es la fuerza cortante correspondiente a la seccidn 
considerada. Mediante la ecuaci6n (126), la expresion ante- 
rior de la fatiga cortante se trans- 

forma en la siguiente: 

<*->-■ -»»=»;• ,129) 

En los calculos de aplicacion tie- Pig. 195 

ne importancia no solo esta fatiga 

cortante ligada a superficie neutra, sino tambien la fatiga cor- 
tante que se desarrolla en la superficie de contacto del hormi- 
gon y el acero. Considerando nuevamente las dos secciones ad- 
yacentes de la figura 195, la diferencia de las fuerzas de exten- 
sion en esas dos secciones es 

dR - 



Esta diferencia se equilibra con las fatigas cortantes distrl- 
bufdas sobre la superficie de las barras. Representando por A 
]a superficie lateral de las barras de acero por unidad de longi- 
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tud de la viga, la fatiga cortante ligada a la superficie de las 
barras sera 

dR = V _ 3 V 

Adx Aa~ (3 — kjhJ' . ' 

Esta fa iga sera mayor que la correspondiente a la super- 
ficie neutra (ecuacion 129) si A es menor que b. Para aumentar A 
sin necesidad de variar la section total de acero que se intro- 
duce en la viga, basta aumentar el numero de barras y cusmi- 
mw su diametro. 



CAPfTULO VTII 



FLEXION ACOMPANADA DE TENSION 0 COMPRESION. 
TEOPJA DE COLUMNAS 



50. Flexi6n acompanada de tracci6n o compresi6n. — Su- 

pondremos en lo que sigue que la barra prismatiea esta car- 
gada con fuerzas situadas en uno de sus pianos de simetria, 
pero que asf como en todo lo anteriormente expuesto las fuer- 
zas eran transversales, ahora pueden tener components a lo 
largo del eje de la barra. Un caso sen- 
cillo de este tipo es el mostrado en la 
figura 196, que representa una colum- 
na cargada con una fuerza inclina- 
da P. Esta fuerza se descompone en 
una transversal N y otra longitudi- 
nal T y se supone que la columna es 
relativamente rigida y toma una Me- 
dia tan pequefia en la flexi6n que 
pueden despreciarse las fatigas de este 
genero que produce la fuerza T al Fig. 196 

lado de las correspondientes a la N. 

Por consiguiente, la fatiga resultante en cada punto la obten- 
dremos superponiendo a la fatiga de compresion debida a la 
fuerza T la fatiga de flexion que corresponda a la N. El caso de 
una columna poco rigida, es decir, flexible, en la que por ser la 
flecha considerable — fig. 196 (b) — tiene un efecto apreciable 
la flexi6n que produce la fuerza T se vera mas adelante (vease 
articulo 53). La fatiga debida a la fuerza T es constante para 

T 

todas las secciones de la columna e igual a -j, siendo A el area 
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de la seccion recta. Las fatigas de flexion dependen del valor 
del momento que, como sabemos, varia desde cero, para la ua- 
beza de la columna, a Nl en la base. Por consiguiente, la sec- 
cion mas castigada es la de empotramiento y en ella la fatiga 
para un punto a la distancia y del eje z es 

T Nly 

— -A-i: (a) 

Suponiendo, por ejemplo, que la secci6n recta de la colum- 
na es un rectangulo b X h, con el lado h paraielo al planu de 
flexion, se tendra 

A 7.7 T 

A = bh; I, = 

12 

La fatiga de compresion maxima se presentara en el punto n 
y vale 

K)miD= ~W~Vh (6) 

Esta fatiga es num^ricamente la mayor. 
En el punto m se tiene 

. , GNl T 

(°"xWx — — — — — • 

bh 2 bh 

Cuando la fuerza P no es paralela a uno de Ios dos pianos 
principales de flexion, las fatigas de flexion producidas por la 
componente transversal N se encuentran descomponiendo N en 
dos componentes paralelas a dichos pianos (vease articulo 38). 
La fatiga resultante en cualquier punto se obtiene superponien- 
do dichas fatigas de flexion con la fatiga de compresion produ- 
cida por la fuerza longitudinal. 



Problemas 

1. Determinar la fatiga maxima de compresi6n en las columnas de 
madera de la figura 197. Su altura es 6 m., el diametro 20 cm. y la car- 
ga P en el hilo ABC, 30 kg. La fuerza de extension en cada cable DF 

es S — 500 kg.; tg a => sen p = ^ y Dk = 4,5 m. 

Solucidn: Las componentes de la fuerza en el alambre BG — figura 
197 (6)— son N 1 = 150 kg., T 1 = 15 kg. Las componentes de la fuerza en 
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el cable DF son N 2 = 100 kg., T 2 = 490 kg. El momento flector maxime 
acontece en el extremo empotrado y vale M m ^ x = 45.000 kg. cm. El es- 




N, 



i? 



(a] -7777777 

Fig. 197 



'7T077Qfl 



fuerzo longitudinal de compresi6n para dicha seccion es T 1 + T 2 = 505 
kilogramos. La fatiga de compresion maxima es 

4 X 505 , 32 X 45.000 KO 00 , , 2 
a = — — ^ 1 ^ = 58,88 kg./cm. 1 . 



2. Determinar la fatiga maxima de extension en la viga rectangu- 
lar de madera de la figura 198, si S = 2.000 kg., 6 =» 20 cm., ft = 25 cm. 

Respuesta: 

6 X 180 X 500 , 2.000 „ . , , 
= 20 X 25° + -500 - 47,2 kg - /Cm - • 

3. Determinar la fatiga de compresi6n maxima en la estructura 
A BO (fig. 199). La carga P vale 1.000 kg. El nudo B es rigido, la ar- 





Fig. 198 



Fig. 199 



ticulaci6n en A, fija, y el apoyo G es una articulacidn m6vil. La sec- 
cion recta de las barras A B y BG es cuadrada, de 25 X 25 cm. 
Bespueata : 

6 X 500 X 240 , 300 , , 
253 + 25° = 46,56 kg - /Cm - ' 

4. Un muro de fabrica de ladrillo cuyo espesor es 1,8 m. tiene 
4,5 m. de altura y sirve para contener tierras (fig. 200). Determinar la 

25.000 , . ., 

fatiga de compresion maxima en la base si su peso es y = — g — kg./m- 
y la presi6n de la tierra g °"^ 00 kg. por metro de pared. La distribu- 
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C5m 



cion de la presi6n de las tierras a lo largo de la altura del muro sigue 
una ley lineal representada por la recta AB. 

Respuesta: La fatiga en m = - ^000 X 4,5 X I,8_ 50.000 x 6 X 150 
6 9 X 10 4 X 1,8 9 x 180 2 x 100 

= — 1,25 — 1,54 = — 2,79 kg./cm. 2 . La fatiga en 
n = — 1,25 + 1,54 = 0,29 kg./cm. 2 . 

5. Determinar el espesor de la pared en el pro 
blema anterior para el que la fatiga en n es nula. 

Respuesta: 2 metroa. 

6. Una columna circular de 1,80 m. de altu-. 
ra (fig. 196) esta solicitada por una fuerza P, cuyas ! 
componentes N y T son iguales y de valor 500 kg. 1 
Hallar el diametro de la columna si la fatiga ma-l 
xima por compresion no debe sobrepasar los> 
80 kg./cm 2 . 

7. Hallar <r miix y a min en la seccion central de 
la barra BO (fig. 199), si en lugar de la carga con- 

centrada P obra una carga vertical q = 7 kg./cm. distribuida a lo largo 
del eje A BC. 

8. Una barra circular AB articulada en By apoyada en un piano 
vertical pulimentado (sin rozamiento), por el otro extremo A esta so- 
licitada por su propio peso. Determinar la po- 
sition de la seccion recta mn (fig. 201) para la 
que acontece la fatiga de compresion maxima. 

Solucidn: Sean I la longitud de la barra, q 
su peso por unidad de longitud y a el angulo 
de inclination con la horizontal. La reaction 

en 4 es fi = |' cot a. La fuerza de compresion 




para una seccion cualquiera mn a la distancia 
ql cos 2 a 
2 sen a ' 

ql 



x de A es q x sen a + 




el momento 



f lector en la misma seccion vale M =■ — cos a 



tiga de compresion maxima sera: 



qxsena. + 



ql cos 2 



1 sen a 



32 



'ql 



gcos a 
' — 2 



q cos oc 
~~2~ 



x*. La fa- 



donde d es el diametro de la barra. 

lgualando a cero la derivada de esta expresion, se obtiene 

I d 



x = 



tga. 



9. La columna de la figura 196 tiene 1,80 m. de altura y 30 cm. de 
diametro. Determinar la magnitud de la fuerza P si sus componentes 
N y T son iguales y la fatiga maxima de compresion en n es 80 kg./cm. a . 
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Respuesta : 



P = 1.630 kg. 



10. Una fuerza P produce flexion en la barra ABC, empotrada 
en A (fig. 202). Determinar el angulo que en la deformation gira la 



it 



ZL3 



2 



Py 

Fig. 202 



secci6n en C, si los momentos flectores en 
A y B son iguales en valor absoluto y de 
signo contrario. 

Solucidn: De la igualdad de los mo- 
mentos flectores en A y B se deduce que 
la fuerza P pasa por el punto medio D do 

PA 

la barra AB. Por consiguiente, P x = 

y pueden calcularse P x y P y . El giro de 
la seccion en B en el sentido de las agujas 

del reloj, debido a la flexion de la parte AB por la action de la com- 
P„i 2 

ponente P u es 7 r^ rf ' La rotation de la misma seccidn en sentido sinis- 

P al 

trorsum debido a la componente P x es —^j-- El giro de la seccion en 

C respecto a la seccion en B, en sentido contrario a las agujas del reloj, 

P a* 

debido a la flexidn de la parte BC de la barra es ^Jjji' ^ angulo gira- 
do por el extremo C en sentido positivo sera, por consiguiente, 



/y 2 



P x al 



2 EI EI 



2 EI 



2 EI 



51. Cargas excentricas en cuerpos de poea esbeltez. — La 

carga excentrica es un caso particular de la combination de 
fatigas de flexion con las de traction o compresion. Cuando la 
longitud de la barra no es muy grande comparada con sus di- 
niensiones transversales, su flecha es tan pequena que puede des- 
preciarse comparada con la excentricidad inicial e; por consi- 
guiente, puede utilizarse el metodo de superposition 1 . Sea, por 
ejemplo, el caso de compresion por la action de una fuerza lon- 
gitudinal aplicada con la excentricidad e (fig. 203) en uno de los 
dos pianos principales de la barra. Introduzcamos ahora dos fuer- 
zas iguales y opuestas de valor P aplicadas en el centro de gra- 
ved ad O de la seccion. Puesto que estas dos fuerzas introducida, 
tienen resultante y momento nulo, el problema no ha cambiados 



1 Para el caso de cargas excentricas en barras largas, v^ase ar- 
tlculo 53. 
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y de este modo tenemos sobre la section una fuerza P que pro- 

duce fatiga de compresion directa — -j, tal como indica la figu- 

ra 203 (b) y un par flector en uno de los pianos principales, de 

valor Pe, que produce fatigas de fle- 
Pey 



xion 



distribuldas tal como indi- 



tif 



DSL 




ca la figura 203 (c) La fatiga total sera, 
porconsiguiente, 

P Pey 



<«) 



El diagram a de distribuci6n de esta 
fatiga total se ve en la figura 203 (d). 
Se supone que la fatiga maxima de fle- 
xion es menor que la fatiga constante 
Fig. 203 de compresi6n; por consiguiente, las fa- 

tigas totales seran de compresi6n para 
todos los puntos de la seccion. Si la fatiga maxima de flexi6n 
es mayor que la fatiga constante de compresion, hay una linea 
de fatiga nula, paralela al eje z, tal que divide a la seccion en 
dos zonas, de las cuales la de la izquierda trabaja a extension 
y la de la derecha a compresion. Para una seccion rectangular 
de lados h y b — figura 203 (a) — la ecuacidn (a) se escribe 



12 Pey 



bh 



bh 3 



pom'endo y 



- se obtiene 



( (T x)miix = "7 

bh 

y sustituyendo y = ^ 

( a z)min = 



QPe 
~bh? 



6Pe 



P 
bh 



bh bh 2 



P 
bh 



K1- 



(a*) 



(b) 



(c) 



Se observara que cuando e < - no existe cambio de signo 

6 
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en la fatiga ligada a la seccion; cuando e =■ -, la fatiga maxima 

2 P 

de compresion (ecuaci6n c) es y la fatiga en el lado opuesto 



h 



de la secci6n rectangular es nula; y, por ultimo, cuando e > - 

6 

existe inversi6n en el signo de la fatiga, y la posicion de la linea 
de fatiga nula se obtiene igualando a cero la expresion (a'), oon 
lo que se obtiene 

y = — — ■ 

12 e 

Representando por k x el radio de giro con relaoion al eje z 
(v6ase Apendice), la ecuaoi6n (d) queda 



y 



(131) 



Se ve que la distancia de la linea de fatiga nula al centro de 
gravedad disminuye a medida que la excentricidad e aumenta. 

Un analisis andlogo al efectuado para 
el caso de compresi6n sirve para el estu- 
dio de la traccion exc6ntrica. La ecua- 
cion (131) puede utilizarse para secciones 
de forma distinta de la rectangular, siem- 
pre que el punto de aplicacion de la car- 
ga este sobre uno de los ejes principales 
de inercia. 

Consideremos ahora el caso en que el 
punto B de aplicacion de la fuerza de 

compresi6n P no esta sobre uno de los dos ejes principales de 
inercia de la seccion, y sean estos los ejes y y z de la figura 204. 
Llamando m y n a las coordenadas del punto B, los momentos 
de P, con relacion a los ejes y y z, seran Pn y Pm, respecti- 
vamente. Por superposicion, la fatiga en un punto cualquiera F 
de la seccion es 

P Pmy Pm 

"1 




Fio. 204 



(«) 



en donde el primer t6rmino del segundo miembro representa la 
fatiga uniforme de compresion, y los otroa terminos las fatigas 
de flexion producidas por los momentos Pm y Pn, respectiva- 
Bjuisxanou »a kaibuauss. — X. I IS 
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mente. Como indica la ecuacion (e), las fatigas se distribuyen 
segun una ley lineal. La ecuacion de la lmea neutra, o de fatiga 
nula, se obtendra igualando a cero el segundo miembro de la 

ecuacion (e). Empleando la notaci6n ^ = &i e =- M, donde 

A A 

K J K son los radios de giro con relacion a los ejea z e y, res- 
pectivamente, resulta 



my 



nz 



+ 1 = o. 



Haciendo en esta ecuacion primeramentc y — 0, y despues 
z = 0, se obtienen los puntos M y N de intersection de la lfnea 
neutra; con los ejes coordenados z e y (fig. 204), las coordena- 
das a y r de esos puntos son 



s = 



P 



De estas ecuaciones se obtiene 



TO = 



.ft 

r 



Estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuacio- 
nes (#)> y de ello se deduce que cuando la carga actua en el 
punto B' de coordenadas a y r, la lmea 
neutra correspondiente sera la N'M' (re- 
presentada en la figura con lmea de pun- 
tos), que intercepta sobre los ejes y y 2) 
las longitudes m y n. 

Existe otra relacion importante en- 
tre el punto de aplicacion B de la carga 
y la position de la lmea neutra corres- 
pondiente, y es la siguiente: A medida 
que B se mueve sobre la linea B t B 2 (fig. 205), la Hnea neutra 
gira alrededor de un punto fijo B'. La demostraci6n es como 
sigue: Se descompone la carga en B en dos componentes pa- 
ralelas aplicadas en B t y B 2 . La componente en B x actua 
en el piano principal xz; por consiguiente, la linea de fatiga 




Fig. 205 
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cero correspondiente es paralela al eje y, y su intersection 
con OZ, deducida de una ecuacion analoga a la (131), es 

s = _ ft (A) ^pp 



o 

2 " 



De modo analogo la linea de fatiga cero para la 
componente en B 2 es paralela al eje z y su distan- 
cia a este eje es 

r = -*t (ft) 

Para cualquier posici6n de la carga sobre la Fig. 206 
lmea B J B 2 la fatiga en B' sera cero; por consiguien- 
te, a medida que el punto de aplicacion de la carga se mueva 
a lo largo de la linea recta B l B z , la linea de fatiga nula corres- 
pondiente girara alrededor del punto B', cuyas coordenadas se 
deducen de las ecuaciones (h) y (k). 



Problemas 

1. El Area de la secci6n recta de una barra ouadrada se reduce a 
la mitad en la secci6n mn (fig. 206). Determinar la fatiga maxima ae 
extensi6n en esta seccion producida por la carga axial P. 

Kea-pueisla : 

. . _2P Pa 24 8P 

2. Resolver el problema anterior suponiendo que la barra tiene 
una seccion circular. 

3. Una barra de seccion en J_ esta cargada excentricamente con 
las fuerzas P (fig. 207). Determinar las fatigas maximas de extension 

T 




Fig. 207 



y compresion en la barra si d = 2,5 cm., h = 12,5 cm., el ancho del 
ala b = 12,5 cm. yP = 2.000 kg. 

Solucion: Las distancias del centro de gravedad de la seccion en J. 
a las caras inferior y superior son h 1 = 4,03 cm. y fe 2 = 8,47 cm., res- 
pectivamente. La excentricidad de la carga es e = 1,25 + 4,03 — 5,28 cm. 

El momento de inercia, I z = 767,19 cm. 4 . 
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Las fatigas de flexi6n son: 

. . P-e.fc, 2.000 X 5,28 X 4,03 , 
(ojmix - — Y z = 767719 = ' k g-/om ', 

, , P-e-hz 2.000 X 5,28 X 8,47 „ aol . „ 
Wmix = j = ?67 19 = 116,6 kg./cm. 1 . 

Combinandolas con la fatiga constante de extension 
P 2 000 

2 = 56T25 = 35 ' 2k S- /cm - 2 ' 



5? 



/ 


1 1 


1 

1 

1 






n 




1 






K-6-* 





se obtiene, para la fatiga maxima de extension, el valor 55,4 4- 35.2 
= 90,6 kg./cm.* y para la fatiga maxima de eompresion el valor 
116,6 — 35,2 => 81,4 kg./cm.*. 

4. Determinar la fatiga maxima de extension en' 
la secci6n win de la pinza representada en la figu- 
re. 208, si P = 150 kg., I = 7,5 cm. y la seccion recta 
es un rectangulo de 25 X 6,25 mm. 

Reapueata : 

^mdx = 1-824 kg./cm.*. 

5. Determinar el ancho de la seccion mn del pro« 
Fig 208 blema anterior, para que c mix = 1.600 kg./cm. a . 

6- Hallar las fatiga^ maxima y minima en el ex- 
tremo empotrado de la columna rectangular de la 
figura 203, si 6 = 25 cm., h = 30 cm., P = 2.600 kg. y las coordenadas 
del punto B de aplicacion de la carga (fig. 204) son m = n = 5 cm. 
Hallar la posicion de la linea neutra. 

52. El nucleo de la seccion. — En el parrafo anterior hemoa 
visto que, para una pequena excentricidad e, las fatigas norma- 
les tienen el mismo signo sobre la totalidad de la seccion de una 
barra cargada excentricamente. Para mayores valores de e, la 
linea neutra corta a la seccion y hay inversion en el signo de 
las fatigas. En el caso de un material poco resistente a la exten- 
sion, tal como fabrica de ladrillo, es necesario determinar la 
zona en la que puede aplioarse la carga compresora sin que se 
produzcan fatigas de extensi6n en el material. Esta region se 
denomina nucleo de la seccion. El metodo de determination del 
nucleo se ve a travel de los sencillos ejemplos que expondremos 
a continuaci6n. 

En el caso de una secci6n circular de radio R, se deduce por 
simetria que el nucleo es un cfrculo. El radio o de este cfrculo 
se determina por la condition de que, ouando el punto de apli- 
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cation de la carga este en el perimetro del nucleo, la Mnea de 
fatiga cero correspondiente sea tangente al perimetro de la 
secci6n. 

Recordando que el momento de inercia de un cfrculo res- 

■kR % 1 
pecto a su diametro es —j- (v6ase el Apendice), y que, por lo 



tanto, el radio de giro es k 



■i/L-* 

Y A~ 2' 



se reduce por la 



(132) 



ecuaci6n (131) sustituyendo e por ay — y por R, que 

_k*_R 
a ~ R~~ 4' 

ea decir, que el radio del nucleo es la cuarta parte del radio de 
la secci6n. 

Para el caso de una seccion anular de radio exterior R 0 y' 
radio interior R { , se tiene 



4 



y el radio del nucleo por la ecuacion (131) sera 

+ R] 



a - 



R n 



4i?„ 



(133) 





10 


a 


1 \ 














> w 


f 



Para R ( = 0, la ecuacion (133) coincide 
con la ecuacion (132). Para una secci6n anu- Fig. 209 

lar muy estrecha, es decir, cuando el valor 
de Rf se aproxima al de R 0 , el radio a del nucleo tiende al 

1 S <> 

valor 

En el caso de una seccion rectangular (fig. 209), la linea de 
fatiga cero coincide con el lado eg cuando la carga se aplica en 

el punto A, a la distancia ^ del centro de gravedad (vease pa- 

gina 225). Del mismo modo la linea de fatiga cero coincide con 

el lado gf cuando la carga actua en el punto B, a la distancia \ 

6 

del centro de gravedad. A medida que la carga se desplaza a lo 
largo de la linea AB, la linea neutra gira alrededor del punto g 
(vease pag. 226) sin cortar a la seccion. Por consiguiente, AB 
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es uno de los lados del nucleo. Los otros lados se deducen pov 
simetrla. El nucleo es, por consiguiente, un rombo de diagona- 

les iguales a ~ y |. Mientras que el punto de aplicacion de la 

3 3 

carga sea interior o este en el perfmetro de este rombo, la Hnea 
de fatiga cero no corta a la seccion y no hay 
inversion en el signo de fatigas ligadas a ella. 

Para una seccion en I (fig. 210), las posi- 
oiones mas proximas de las lmeas de fati- 

Li ! I' gas cero que no cortan a la seccion estan 

; II ■ dadas por los lados AB y CD, y por las 11- 
neas de puntos AC y BD. Las posiciones 
correspondientes del punto de aplicacion de 
la carga se determinaran por la ecuaci6n (131). 
Por simetrla se deduce que el nucleo sera el rombo rayado de 
la figura 210. 

Si el punto de aplicacion de la carga excentrica cae fuera del 
nucleo de una seccion, la linea correspondiente de fatiga nula 
corta a la secci6n, y la carga produce no solamente fatigas de 
compresi6n, sino tambien fatigas de extension. Si el material no 
resiste en absoluto fatigas de extension, parte de la secci6n sera 
inactiva y el resto sufrira fatigas de compresion unicamente. 




Fig. 210 





Fig. 211 



Fig. 212 



Sea, por ejemplo, una seccion rectangular (fig. 211) con el punto 
de aplicacion A de la carga en el eje principal y, y a una distan- 

cia c del extremo de la seccion. Si c es menor que -, parte de la 

seccion no trabajara. La parte que trabaja se encuentra por la 
condition de que la distribution de las fatigas de compresion 
ligadas a la seccion sigue una ley lineal, representada en la figu- 
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ra por la linea mn, y que la resultante de estas fuerzas es igual 
y contraria a P. Como esta resultante pasa por el centro de gra- 
vedad del triangulo mns, la dimension ms de la parte que tra- 
baja en la seccion debera ser igual a 3c. En el caso de una sec- 
ci6n circular (fig. 212), si la excentricidad C A de la carga es 
B 

mayor que — , y el material no resiste en absoluto las fatigas de 

extension, solamente trabajara una parte de la secci6n recta. 
Sea la linea nn perpendicular a AG, el limite de dicha porci6n. 
La distancia b, desde el punto A, se encontrara por las condi- 
ciones siguientes: l. a , las fatigas de compresion son proporcio- 
nales a las distancias a nn; 2. a , la suma de las fuerzas internas 
de compresion ligadas a la parte de seccion que trabaja debe 
ser igual a la carga P, y 3. a , el momento de estas fuerzas res- 
pecto a nn debe ser igual al momento Pb de la carga P, respecto 
al mismo eje. Representando la fatiga maxima de compresion 
por a^ax, la fatiga de compresion a una distancia y de nn sera 

G = 

b + c 

y las ecuaciones que determinan b pueden escribirse 

dA = P; f dA - Pb, 
J b + c J b + c 

de donde 

& = — , (a) 

siendo /„„ = fy s dA el momento de inercia de la parte que 
trabaja de la seccion respecto al eje nn, y Q nn = / yd A el mo- 
mento estatico de la parte que trabaja de la seccion con rela- 
tion al mismo eje. Utilizando la ecuacion (a) puede encontrarse 
facilmente la position de A para cualquier position dada de nn. 
La misma ecuacion puede usarse tambien para otras formas de 
seccion recta, siempre que A est6 situado sobre uno de los ejes 
principales x . Si la carga no actua sobre un eje principal, el pro- 

1 Para el caso de secciones circulares o anulares, de gran impor- 
tanoia en el oalculo de fatigas en chimeneas, se han publicado tablas 
para simplificar los calculos. Vease Keck, Z. Hannover, Arch u. Ing. 
Ver., pag. 027, 1882. Vease tambien V. D. I., pag. 1321, 1902, y la pu- 
blication de G. Dreyur on Die Buuicchnik, 192£». 
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blema de la determinaci6n de la parte de secci6n que trabaja es 
mucho mas complicado l . 

Empleando la noci6n de nucleo, el calculo de las fatigas 
maximas de flexion, cuando el piano de flexion no es un piano 
principal, puede simplificarse mucho, por ejemplo, en la figu- 
ra 209; sea mm el piano axial de la viga en el que actua un mo- 
mento Sector M, y nn la b'nea neutra correspondiente, la cual 
forma un angulo a con el piano mm (v^ase pag. 159). Represen- 
tando con a m&x la fatiga maxima en el punto mas alejado c, y 
con d su distancia a la llnea neutra nn, la fatiga para cualquier 

otro punto situado a una distancia w de nn sera a — 0^ ^, y 

el momento de todas las fuerzas ligadas a la seccion, respecto 
al eje nn, es 

/ °^f- dA - °-f I nnt (b) 

donde I nn es el momento de inercia de la secoi6n respecto al 
eje nn. El momento de las fuerzas exteriores, respecto al mismo 
eje, es M sen a. Igualandolo al valor (6), se tiene 

Md sen a . , 

°"mta = — (c) 

Esta ecuaci6n puede simplificarse utilizando las propiedades 
del nucleo de la seccion*. Sea O el punto de interseccidn del 
piano mm con el nucleo, y r su distancia al centro de gravedad 
de la secoi6n. Por las propiedades del nucleo se deduce que una 
fuerza de compresi6n P, aplicada en 0, produce fatiga nula en 
el vertice c; por consiguiente, la fatiga de extensi6n producida 
en c por el momento flector Pr, obrando en el piano mm, es igual 

p 

en valor absolute a la fatiga de compresion constante -j. Sus- 



1 Diversos calculos para una secci6n rectangular se enouentran 
en las publioaciones siguientes: Engesser, Zentralblatt d. Bauv., pagi- 
na 429, 1919; K. Pohl, Der Eisenbau, pag. 211, 1918; O. Henkel, 
Zentralbl. d. Bauv., pag. 447, 1918; F. K. Esling, Proe. of the Institute 
of Giv. Eng., parte III, 1905-190(5. 

8 V6ase R. Land, Zeitschr. f. Arehitektur und Ingenieurwesen, pa- 
gina 291, 1897, 
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tituyendo Pr en lugar de M en la ecuaci6n (c), se obtiene 

P _ Prd sen a 

de donde 

d sen a 1 , _ 

~ir~ = 27 (d) 

Sustituyendo este valor en la ecuacion (c), tendremos 

M 

CTraAx = — • U34) 
Ar 

El producto Ar se denomina momento resistente de la sec- 
ci6n correspondiente al piano mm. Esta definicion esta de acuer- 
do con la definici6n dada anteriormente (vease pag. 88), y 
cuando la flexion acontece en un piano principal, Ar se trans- 
forma en Z. 

Problemas 

1. Determinar el nucleo de una viga I comercial, de fiO cm. de 
altura, para la que A = 145,81 cm. ! , I t = 81523 cm. 4 , k t = 23,65 cm., 
/ = 1675,8 cm.*, k y = 3,4 cm. El ancho de las alas, b = 17,6 cm. 

Respuesta: El nucleo es un rombo con diagonales iguales a 37,25 cm. 
y 2,65 cm. 

2. Determinar el radio del nucleo de una secci6n en forma de ani- 
llo circular si R 0 «= 25 cm. y R t = 20 cm. 

Respuesta: El radio del nucleo a ■» 10,25 cm. 

3. Determinar el nucleo de una seccion en forma de triangulo 
equilatero. 

4. Determinar el nucleo de una secci6n tubular delgada de forma 
cuadrada. 

Solucidn: Si h es el espesor del tubo y b el lado del cuadrado, se 
tiene 

El nucleo es un cuadrado con diagonales 

d = 2^-^. 
d 2 ib~ 3 

53. Cargas excentricas en piezas esbeltas y en uno de los 
pianos principales. — Cuando la longitud de la pieza cargada es 
rauy grande comparadu con las dimensiones de la seccion recta. 
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como en el caso de la figura 213, la flecha 8 no puede despre- 
ciarse al lado de la excentricidad e. Ei momento flector varia a 
lo largo del eje de la pieza, y su valor para cualquier seccion 
recta mn es 

Jf = — P(8 + e — y). (a) 
La ecuacion diferencial de la elastica es, por consiguiente, 




EI t ^ = P(B + t-y). 



Empleando la notation 
Eh = 

se obtiene 

dhj 



p 2 



dx 2 



(6) 

(135) 
(c) 



la soluci6n general de esta ecuacion es 

y—C x sen px + C 2 cos px + 8 + e. (d) 
Para satisfacer a las condiciones en el empotramiento 



(A 



las constantes arbitrarias de la solution anterior deberan ser; 

C 1 = 0; <?„ = — (8 + e) 
y la ecuacion de la elastica se escribira 

«/=(S + e)(l — cos pa;). 
Haciendo a; = I en la ecuacion (/), se obtiene 
(2/)*=j = 8=(8 + e)(l — oospQ, 

de donde 

5, e(l — cos p/) 
o = — — • 

cos pi 

Sustituyendo este valor de 8 en (/) se obtiene para la elas- 
tica la ecuacion siguiente: 

e(l — cos pa;) 



(136) 



y = 



cos pi 



(137) 
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En el caso de una pieza corta la cantidad pi es pequena, y 
puede escribirse con suficiente aproximacion 



pW 

COS pi 1 — 

2 



en el numerador de (136), y cos pi — 1 en el denominador, con 
los que se obtiene 

^ ep 2 l 2 % 
2 

ahora bien, utilizando la ecuacion (135), 

Pel 1 



8 = 



2 EI. 



(h) 



Este valor coincide con la expresion de la flecha de un vola- 
dizo fiexado por la action de un par Pe aplicado en su extremo. 
Cuando pi no es pequefio, la flecha no es proporcional a la 
carga P, y aumenta mas rapidamente que P, como se puede 
observar en la tabla siguiente, obtenida mediante la aplicaci6n 
de la ecuacion (136): 

FLECHA S PRODUCIDAS POR UNA CARGA LONGITUDINAL EXCENTRIOA 



0,1 


0,5 


1,0 


1,5 


0,005 e 


0,139 e 


0,851 e 


13,1 e 


0,005 e 


0,139 e 


0,840 e 


12,8 e 


1,005 


1,140 


1,867 


13,2 


0,004 


0,101 


0,405 


0,911 



pi. 



Valor aproxi 
mado de 8. 

sec pi 

P 



7t 

2 
oc 

0C 

oc 



En esta tabla se observara que las flechas aumentan ra- 
pidamente a medida que la cantidad pi se aproxima al valor -■• 
Cuando pi — -, la ecuacion (135) da 

EI F 2 

P = EI z p 2 = =1^-, 



y la flecha se hace infinitamente grande. Esto muestra que una 
iuerza compresora de esa magnitud producirla una flecha grande 
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y que debe esperarse una deformaci6n que sobrepase e 1 punto 
de fluencia del material. 

El momento Sector maximo acontece en el empotramiento 
y tiene por valor 

M ^ = P (e + 8) = P \e + 6 (1 ~ C °; Pl) ] = Pe sec pi (138) 
L cos pi J 



Una serie de valores de sec pi figura en la cuarta lfnea de 
la tabla anterior. Puede observarse que crece sin limite 

cuando pi se aproxima a -. Este fenomeno se analizara en el 

2 

articulo siguiente. 

Aqul, sin embargo, sera conveniente repetir que en este caso 
no existe proporcionalidad entre el valor de la fuerza compre- 
sora y la flecha 8 que produce. Por consiguiente, el metodo de 
superposicion (pag. 141) no puede aplicarse. Una fuerza P, apli- 
cada axialmente, produce en la barra unicamente compresi6n; 

pero cuando la misma fuerza obra en pre- 
sencia de un par Pe, produce no solamente 
compresion, sino una flexion adicional; de 
modo que la deformacion resultante no pue- 
de obtenerse por simple superposici6n de una 
compresion axial debida a la fuerza P y una 
flexion debida al par Pe. La razon por la que 
en este caso no es aplicable el metodo de su- 
perposicion puede verse con facilidad si se 
compara este problema con la flexi6n de una 
pieza por cargas transversales. En este ulti- 
mo caso puede suponerse que pequefias de- 
formaciones en la viga no modifican las dis- 
tancias entre las fuerzas, y que losmomentos 
flectores pueden calcularse sin considerar la 
deformacion de la viga. En el caso de com- 
presi6n excentrica de una columna, las deformaciones produci- 
das por el par Pe cambian por completo el modo en que actua 
la carga axial, que toma una action tanto fiectora como com- 
presora. En todos los casos en que la deformaci6n producida por 
una oarga modifica la acci6n de otra carga se ve que la defor- 




Fig. 214 
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macion final no puede obtenerse por el metodo de superposicion. 
En el estudio realizado se ha supuesto que la flexion acontecfa 
en uno de los pianos principales de la columna. Si la excentrici- 
dad e no tiene el sentido de uno de los ejes principales de la 
seccion, es necesario descomponer el par flector Pe en dos pares 
componentes que actuen en los pianos principales de la colum- 
na. La deformacion en cada uno de los dos pianos principales 
puede estudiarse en la forma que hemos expuesto. 

El estudio realizado para el caso de flexi6n de una columna 
empotrada en un extremo puede aplicarse al caso de una pieza 
comprimida excentricamente por dos fuerzas iguales y opues- 
tas P (fig. 214). Por simetria se deduce que la secci6n central A 
no gira durante la flexion, y que cada mitad de la pieza de la 
figura 214 esta en las mismas condiciones que la barra de la figu- 
ra 213. Por consiguiente, la flecha y el momento flector maximo 

I 

se obtienen escribiendo - en lugar de I en las ecuaciones (136) 
y (138). De esta forma se obtiene 




(139) 



2 

y 

Jtfm^ = Pe sec 7 --. (140) 
2 

Problemas 

1. Hallar la flecha en el centro y las fatigas maximas de extensi6n 
y compresion en una pieza comprimida excentricamente. La seccion 
de la pieza es una U de 20 cm. de altura con I i = 50 cm. 4 , I y = 1260 
cm.* y A = 21 cm. 2 ; su longitud es 3 m. y los extremos ©stan articu- 
lados. La distancia de su centro de gravedad al dorso de la L) es 15 mm. 
y las fuerzas compresoras P == 2.000 kg. actiian en el piano del dorso 
de la U y en su piano de simetria. 

2. Una barra de acero de 1,80 m. de larga y seccidn cuadrada de 
5X5 cm. esta comprimida excentricamente por fuerzas P = 600 kg. 
La excentricidad e esta dirigida segun una diagonal del cuadrado y 
vale 2,5 cm. Hallar la fatiga de compresion maxima suponiendo ar- 
ticulados los extremos de la barra. 
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3. Una barra de acero de 1,20 m. de longitud y seccifin rectangu- 
lar de 2,6 X 5 cm. esta comprimida por dos fuerzas P — 500 kg. apli- 
cadas en los vertices de las secciones extremas. Suponiendo articulados 
los extremos, encontrar la fatiga compresora maxima. 

54. Carga crftica. — En el artlculo anterior se vi6 que la 
deformacion de una columna comprimida excentricamente au- 
menta muy rapidamente cuando la cantidad pi de la ela- 
tion (136) se aproxima al valor ^. Cuando pi es igual a ^, la for- 
mula (136) de la flecha y la (138) del momento Sector maximo dan 
valores infinitos. Para hallar el valor correspondiente de la carga 

tse einplea la formula (135). Poniendo en ella p = — ^, se encuentra 

Este valor depende, como se ve, solamente de las dimensio- 
ns de la columna y del modulo del material, y se denomina 
carga critica, o carga de Euler, debido a que Euler fue el pri- 
mero que dedujo su valor en su famoso estudio de las curvas 
elasticas 1 . Para ver mas claramente el signiflcado fisico de esta 
carga podemos trazar diversas curvas que representan la rela- 
tion existente entre la carga P y la flecha 8 dada por la ecua- 
cion (136). En la figura 215 se ven curvas diversas de esta clase, 

trazadas para diversos valores de la excentricidad relativa r-. 

8 

Las abscisas de estas curvas son los valores de la relation mien- 

p *j 

tras que las ordenadas son la relation p- , entre la carga que ao- 

tua y su valor critico defmido por la ecuacion (141). 

Se ve por dichas curvas que las flechas 8 son cada vez mas 
pequenas, y que las curvas se aproximan mas y mas al eje ver- 
tical a medida que la excentricidad e disminuye. Tambien se ve 
que las flechas aumentan muy rapidamente cuando la carga P 
se aproxima a su valor critico (141), y todas las curvas tienea 

P 

por aslntota la llnea horizontal -p— — 1. 



1 Una traduccion ing!t sa*do oatii U'abajo puodo verse en Iris, nu- 
mero 58 (vol. XX, I), 11*33. 
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La ecuacion diferencial de la elastioa (79), usada en el estu- 
dio del artfculo anterior, se dedujo en la hipotesis de que las 
deformaciones son pequenas comparadas con la longitud I de la 
columna. Por consiguiente, la formula (136), que da la flecha 8, 
no da resultados exactos cuando P se aproxima mucho a P cr . 
Sin embargo, las curvas de la figura 215 indican que, indepen- 

p /p 
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Fig. 215 



dientemente de lo que valga la excentricidad e, se producen 
deformaciones muy grandes cuando la carga P se aproxima a 
su valor critico. Si la deformacion es grande, tambien lo son el 
momento flector en el extremo empotrado y las fatigas corres- 
pondientes. 

Los experimentos realizados comprimiendo columnas mues- 
tran que, por mas precauciones que se tomen para aplicar la 
carga centrada, siempre existe una pequena excentricidad acci- 
dental. Debido a ello la carga P, en dichos experimentos, pro- 
duce no solo compresion, sino flexion aditional. Las curvas de 
la figura 216 muestran los resultados de ensayos realizados por 
investigadores diversos. Se ve que al aumentar el cuidado en la 
aplicacion de la carga las curvas se aproximan mas y mas al eje 
vertical, y que el aumento rapido de deformacion, a medida 
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que la carga se aproxima a su valor critico, se manifiesta d*f 
modo mas acusado. Las cargas P pr6ximas al valor critico pro- 
ducen siempre deformaciones acentuadas que sobrepasan el lirni- 
te elastico del material, por lo que una columna cargada en esta 
forma pierde su utilidad practica. Debido a esto, el valor critic© 5 , 
de la carga dado por la ecuacion (141) debe considerarse como una 




Fig. 216 



carga de rotura. En las aplicaciones practicas la carga de segurif 
dad debe ser menor que la carga critica, y deducirse dividiend , 
6sta por un cierto coeficiente de seguridad. Un estudio mas dete* 
nido de esta cuesti6n puede verse en los dos articulos siguientes, 

Hasta ahora se ba considerado una columna empotrada "'I 
un extremo y fibre en el otro. En el caso de una pieza con loaf: 
dos extremos articulados (fig. 214), pueden obtenerse conclu- 
siones parecidas. ,§ 

Las ecuaciones (139) y (140) dan valores infinitos cuand 

'i 

pi 7t J 

2 ~ 2 

Sustituyendo en vez de p el valor de la expresion (135) se obti 1 



Per = 



(1 
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valor de la carga critica para una barra con extremos articu- 
lados. 

En el caso de compresion de columnas con los extremos 
empotrados, la elastica toma la forma indicada en la figura 217. 
Puede considerarse dividida en cuatro trozos, analogos cada uno 
de ellos a la elastica obtenida para una columna empotrada en 
un extremo y libre en el otro. El valor critico de la 

carga se encuentra, en este caso, poniendo | en lugar f ' 

de I en la ecuacion (141); se obtiene ! 

P .-i&k a* « 

Este valor es la carga critica para una columna j 
con los extremos empotrados. j_. 

Debe notarse que al obtener la ecuacion (136) se 
supuso que la excentricidad acontecia en la direccion F 
del eje y, y la flexion en el piano xy. Si la excentrici- 
dad acontece en direccion del eje z, se obtienen f6rmulas analo- 
gas. La flexion se presenta entonces en el piano xz, y para cal- 
cular las flechas debe sustituirse I t por l y en la ecuaci6n (136). 
Si no se hace ninguna presuncion sobre la aplicacion central de 
la carga, y la flexion acontece como resultado de una excentri- 
cidad accidental, debemos considerar deformaciones en ambos 
pianos principales xy y xz, y al calcular el valor critico de la car- 
ga, usar el menor de los dos momentos principales de inercia en 
las ecuaciones (141), (142) y (143). En lo sucesivo supondremos 
que I z es el menor de los momentos principales de inercia, y k z el 
radio de giro correspondiente. 

Para el calculo de flechas es ventajoso, a veces, emplear for- 
mulas aproximadas en lugar de las exactas (136) y (138). Se vio 
en el artfculo anterior que para cargas pequefias, es decir, pi 

menor que ~, la flecha puede calcularse con suficiente aproxi- 

mawon por la expresion 

2 EI, 1 ' 

donde se ha despreciado la influencia de la fuerza axial en 
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la flexion, y solo se ha considerado el momento Hector cona- 
tante Pe. 

Para cargas mayores, la ecuacion (a) no es suficientemente 
aproximada y debe considerarse Ja influencia de la fuerza com- 
presora sobre la flexion. Esta influencia depende principalmente 
p 

de la relacion y la flecha puede obtenerse con aproximacion 
aceptable por la formula 

_ Pe^ 1 

*Ei,' Y _p m 

Las flechas oalculadas por esta formula figura n en In tercera 
linea de la tabla de la pagina 235. Comparando los valores que 
en ella figuran con los de la segunda lfnea se ve que la formula (b) 
es suficientemente aproximada hasta para valores de la carga 
proximos al valor critico. 

Para una pieza con los extremos articulados la formula apro- 
ximada, analoga a la (6), es 1 

_ Pel 2 _ 1 _ 

8 2?/, ' Y _£_' W 

Per 

El primer factor del segundo miembro es la flecha producida 
por los pares Pe, aplicados en los extremos. El segundo factor 
representa el efecto en la flecha de la fuerza longitudinal com- 
presora P. 

La ecuacion (c) se utiliza frecuentemente para determinar 
de modo experimental la carga critica correspondiente a una 
columna. Si los resultados de los experimentos se representan 
graficamente mediante una curva analoga a una de las de la 
figura 216, la asintota horizontal de dicha curva determina P„. 
Esta operation no puede realizarse con aproximacion suficiente, 
especialmente si la excentricidad accidental no es pequena y 
la curva no vuelve rapidamente, de modo brusco, al aproxi- 



i Esta solucion aproximada fue dada por el profesor J. Perry. 
Vease ibngineer. diciembre, 10 y 24, 1886. 
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marse a la asintota horizontal. Mediante la ecuaci6n (c), puede 
determinarse P cr de modo mas satisfactorio. Dividiendo dicha 



ecuacion por 



se obtiene 



P 8 




Fig. 218 



eiz 

• r cr~^ = 

P 8 
Esta ecuacion muestra que si referi- 

mos la dependencia de ^ a la flecha S, 

medida durante el ensayo, mediante ejes rectangulares, se ob- 
tiene una serie de puntos en linea recta (figura 218). Esta linea 

corta al eje horizontal |p = 0| a la distancia — desde el ori- 

gen y la inversa de la pendiente de la linea da la carga critica 1 . 

55. Fatiga critica. Proyecto de columnas. — Consideremos el 
caso de una columna con los extremos articulados. La fatiga 
critica se obtiene dividiendo la carga critica dada por la ecua- 
cion (142) por el area de la seccion recta A. De este modo se 
obtiene 



n 2 E 

(if 



(144) 



Se ve que para un material dado el valor de la fatiga cri- 
tica depende del que toma la relacion ~, denominada esbel- 
tez. En la figura 219, la curva ACB representa 2 la relacion 
entre a cr y -,- para un acero cuyo modulo E vale 2 X 10 6 
kg./cm. 2 . La curva queda perfectamente definida por el valor 



1 Este metodo, ideado por R. V. Southwell (Proo. Roy. Soc. 
London, serie A, vol. 135, pag. 601, 1932), ha dado buenos resultados 
practices y se utiliza con profusion en los ensayos de columnas. 

2 Esta curva se denomina algunas veces curva do Euler, por de- 
ducirse de la f6rmula de Euler para la carga critica. 
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del modulo de elasticidad del material y es independiente de la 

fatiga de rotura. Para valores elevados de la esbeltez ^ , la 

fatiga critica es reducida, lo que indiea que una columna muy 
esbelta pandea y pierde su resistencia para una fatiga de com- 
presion muy pequena. Esta contingencia no puede obviarse em- 
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pleando un acero de alta resistencia, puesto que el m6duto de 
elasticidad del acero no varia mucho con su composition y loa 
tratamientos termicos y permanece practicamente constante. 
La columna puede robustecerse aumentando el momento de 
inercia I z y el radio de giro k z , lo que se realiza sin aumentar el 
area de la section, colocando el material tan lejos como sea po- 
sible del eje. Por esta razon, las formas tubulares son mas eco- 
nomicas como columnas que las secciones macizas. A medida 
que la esbeltez disminuye, la fatiga critica aumenta y la curva 
ACB se aproxima asintoticamente al eje vertical. Sin embar- 
go, existe un cierto limite en el empleo de la curva de Euler. 
La expresion de la carga critica se ha obtenido utilizando la : 
ecuacion diferencial (79) para la elastiea, lo que supone que ei 
material es perfectamente elastico y sigue la ley de Hooke 
(vease articulo 31). Por consiguiente, la curva ACB de la figu- 
ra 219 da solamente resultados satisfactorios para piezas es- ■ 
beltas en las que o cr permanece inferior al limite elastico del 
material. Para aquellas columnas en las que a„ obtenida por . 
]a ecuacion (144) es mayor que el limite de proporcionahdad 
del material, la curva de Euler no da resultado satisfactorio y - 
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debe recurrirse a la via experimental para estudiar el pandeo 
de columnas comprimidas mas alia del limite de proporciona- 
lidad. Estos experimentos realizados con columnas de materia- 
ls que, como el acero, tienen un acusado punto de fluencia, 
muestran que la columna pierde su estabilidad y pandea cuan- 
do la fatiga compresora alcanza el valor de la fatiga de fluencia. 




700 
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En la figura 220 se dan algunos resultados experimentales. Ei 
material es un acero corriente con acusado punto de fluencia a 
o n = 3.100 kg./cm. 2 . Se ve que para columnas de gran esbeltez 

el valor que el ensayo da para la fatiga critica coinci- 
de satisfactoriamente con la curva de Euler, mientras que para 
columnas cortas permanece practicamente independiente de la 

esbeltez r- y es igual a la fatiga de fluencia. 

En el caso de un acero corriente con poco car bono el punto 
de fluencia no se presenta tan acusado como en el caso anterior 
y acontece para una fatiga mucho menor. Para un acero de 
este tipo se puede tomar cr^ = 2.400 kg./cm. 2 . El limite de pro- 
porcionalidad es mucho mas bajo, por lo que la curva de Euler 
es valida solamente para esbelteces iguales o superiores a 100, 
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a la que corresponde una a cr = 2.000 kg. /cm. 2 . Para fatigas mas 

elevadas, es decir, para ^ < 100, el material no sigue la ley de 

Hooke y la curva de Euler no puede usarse. Se acostumbra a 
reemplazar la region inelastica por dos lineas rectas ABj BG, tal 
como indica la figura 221. La linea horizontal AB corresponde a 



2 WO* f ff f, 9* , <y/ f /fd l f 
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la fatiga de fluencia, y la Hnea inclinada BC corresponde a fatigas 
entre el lnnite de proporcionalidad y el de fluencia del material. 

Construido el diagrama A BCD de la figura 221 para el acero 
de que esta formada una columna, puede obtenerse facilmente 
la fatiga crltica correspondiente a dimensiones cualesquiera en 
la seccion recta. Basta calcular en cada caso el valor de la 

esbeltez ~ y tomar la ordenada correspondiente de la curva. 

Para obtener la fatiga de trabajo debe dividirse la fatiga crltica 
por un coeficiente de segurirlad apropiado. Al escoger este fac- 
tor, debe tenerse en cuenta que a medida que la esbeltez au- 
menta tienden a aumentar las imperfecciones, tales como la 
curvatura inicial de la columna. Parece logico, por consiguiente, 
introducir un coeficiente de seguridad variable, que aumente 
con la esbeltez. En algunas instrucciones, el coeficiente de se- 
guridad aumenta desde 1,7 para = 0 a 3,5 para ^ = 100. 
Varia en forma tal, que la fatiga de trabajo en la zona plastica 
sigue una ley parabolica. Para ~ > 100, el coeficiente de segu- 
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ridad se toma constante e igual a 3,5 y la fatiga de trabajo se 
deduce de la curva de Euler. En la figura 221 se ven las curvas 
correspondientes a la fatiga de trabajo y al coeficiente de segu- 
ridad como funciones de la esbeltez para un acero corriente. 

En el analisis realizado se ha supuesto la columna articulada 
en sus extremos. Este caso se denomina algunas veces caso fun- 
damental de pandeo, por ser el mas frecuente al proyectar las 
barras comprimidas de las estructuras con nudos articulados. 
Las fatigas de trabajo establecidas por el diagrama de la figu- 
ra 221, para el caso fundamental, pueden utilizarse en otros, 
con tal de que se tome en lugar de la longitud real de la colum- 
na una longitud reducida, cuyo valor depende de las condicio- 
nes en los extremos de la columna. Considerando, por ejemplo, 
el caso de una columna con un extremo empotrado y el otro 
libre, y tambien la columna con los dos extremos empotrados, 
las formulas para la carga crltica pueden ponerse, respectiva- 
mente, en la forma 

P - ** EI * v P = ^EL 
« (2 ] )2 y » ( } Z)2 • 

Comparando estas formulas con la ecuacion (142) del caso 
fundamental, se deduce que para el proyecto de una columna 
con un extremo empotrado y el otro libre debe tomarse una lon- 
gitud doble de la real de la columna al ir a utilizar el diagrama 
de la figura 221. En el caso de una columna con ambos extremos 
empotrados, la longitud reducida es igual a la mitad de la lon- 
gitud real. 

La eleccion de las dimensiones apropiadas de la seccion de 
una columna se hace generalmente por tanteos. Dada la carga P 
que actua sobre la columna, se dan, por comparacion, dimen- 
siones a la seccion recta y se calculan h z y ~ para estas di- 

mensiones. Por el diagrama de la figura 221 se obtiene el valor 
de la fatiga de trabajo, y multiplicando este valor por el area 
de la seccion recta, se obtiene la carga de trabajo para la co- 
lumna. Si esta carga es algo menor o mayor que P, la seccion 
escogida es valida. En caso contrario, se hace un nuevo tanteo. 
Para columnas empotradas, se considera util toda la seccion 
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para el calculo de k„ puesto que los agujeros de roblonado no 
afectan de modo apreciable a la carga critica. Sin embargo, para 
calcular la carga de trabajo de la columna debe multiplicarse la 
fatiga de trabajo por el area neta de la seccion, a fin de tener 
mayor seguridad de que no se presentaran f'atigas excesivaa. 

Problemas 

1. Una barra de acero de seccion rectangular de 2,5 X 5 cm., con 
los extremos articulados, esta comprimida axialmente. Determinar la 
longitud minima para la que la ecuacion (144) que da la fatiga critica 
pueda aplicarse. El limite de proporcionalidad del material es 2.000 
kg./cm." y E = 2 X 10* kg./cm. a . Determinar el valor de la fatiga cri- 
tica si la longitud de la pieza es 1,50 m. 

2. Resolver el problema anterior suponiendo una barra circular 
de 2,5 cm. de diametro con los extremos empotrados. 

3. Determinar la carga critica para una I de 1,80 m. de longitud 
y 15 cm. de altura, suponiendo articulados los extremos. I z = 70 em. 4 , 
/„ = 850 cm.* y A = 22,50 cm.'. Determinar la carga de trabajo por 
la curva de la figura 221. 

4. Resolver el problema anterior suponiendo empotrados los ex- 
tremos de la columna. 

5. Calcular, mediante la figura 221, la carga de trabajo de una 
columna formada por dos vigas en I de la misma sec- 
cion que la del problema 3 (fig. 222). La longitud de 
la columna es 3 m. y los extremos estan articulados. 
Se supone que los elementos de enlace son lo suficieri- 
temente rigidos para que las dos vigas en I trabajen 
juntas como una sola pieza. 

Fig. 222 6. Resolver el problema anterior suponiendo em- 

potrados los extremos de la columna. 

7. Una columna de 3 m. de longitud, con los extremos articula- 
dos, esta formada por dos U de 20 cm., que tienen l z = 50 cm.*, 
I y = 12 GO cm. 4 y A => 21 cm. 2 . La distancia del centro do gravedad 
de cada una, a su dorso, es c = 14,5 mm. 

Hallar la carga de trabajo de la columna si la separacion entre las 
espaldas de las U es 10 cm. 

8. Determinar las dimensiones de una pieza de acero de sec- 
ci6n cuadrada y longitud igual a 1,80 m. comprimida por la carga 
P = 20.000 kg. Los extremos estan articulados. Usese la figura 221. 

9. Resolver el problema anterior suponiendo que los extremos 
de la barra estan empotrados. Usese la figura 221. 

56. Proyecto de columnas por el metodo de las inexactitudes 

supuestas.— En el articulo anterior la carga de trabajo de una 
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columna se dedujo dividiendo la carga critica por un coeficiente 
de seguridad apropiado. El punto debil de este metodo es pre- 
cisamente el modo arbitrario, en parte, de elegir el coeficiente 
de seguridad que, como hemos visto, varfa con la esbeltez. 
Para hacer mas racional el proyecto de columnas, se ha ideado 
otro metodo basado en supuestas inexactitudes x . Sobre los re- 
sultados experimental conocidos se puede adjudicar un cierto 
valor a la excentricidad inevitable e con que se aplica la fuerza 
compresora P. Por consiguiente, empleando estos valores en las 
formulas del articulo 53, se puede calcular el valor P Fl de la 
carga para el que la fatiga compresora maxima en la columna 
alcanza la fatiga de fluencia del material. La carga de trabajo 
se obtiene a continuacion dividiendo P PI por un factor de se- 
guridad apropiado. Es decir, en lugar de utilizar la carga cri- 
tica, que equivale a la carga de rotura, se utiliza la carga para 
la que la fluencia comienza como punto de partida para el calcu- 
lo de la carga de trabajo. 

Este metodo de proyectar columnas se simplifica utilizando 
diagramas cuyo trazado daremos a continuaci6n. Sea el caso de 
una columna con los extremos articulados (fig. 214). El momen- 
to flector maximo se obtiene por la ecuacion (140) y la fatiga 
de compresion maxima es 

P Pe 1 l~~P~ I 

^ = z + z- sec bT 2 2- {a) 

El primer t6rmino del segundo miembro es la fatiga directa 
y el segundo la fatiga de maxima compresion por flexion. La 
carga para la que comienza la fluencia se obtiene poniendo 
<j Ft en vez de en la ecuacion (a). Se tiene 

P Fl I 6 1 | PfI 



Z 

r = A re P resenta el radio del niicleo (vease pag. 232) y 
K = y-^ e l radio de giro minimo. La cantidad ^-j^ es la fatiga 

1 Vease la publicaci6n de D. H. Young, Proceedings Am. Soo, Civil 
Eng., diciembre, 1934. 
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compresora media cuando comienza la fluencia. Representando 
esta iatiga por a c se obtiene 



, e I 
ctfi = <*c | 1 + - sec - 



Ll/ (r< 



En esta ecuacion, dado un valor para la excentricidad re- J 

lativa - , puede calcularse facilmente er c para cualquier valor de " 

T I 

la esbeltez -=-. Los resultados obtenidos para un acero corriente 

lc z :/ 

de a Ml = 2.500 kg. /cm. 2 estan representados por las curvas de la :• 

ZSOO 
22VO 



•m i960 

1/200 

560 
380 



£0 

-J 


















-2 






































— '.6 










w \< 

\ \ 


% 
























.5 













































































W /SO 



l/rf/o/Ttr </<» & esbeltt^ 
Fig. 223 



figura 223. Mediante estas curvas se calculan facilmente la fati- ' ; 
ga media o c y la carga compresora P Fl = Ag c , para la que oo- 

mienza la fluencia, dados - y -.- • / 

r K * 

Dividiendo P Fl por el coeficiente de seguridad, se obtiene 
la carga de trabajo. % 

En el estudio realizado se ha supuesto que en la column*? 
se presentaba una inexactitud inevitable bajo la forma de ex-s 
centricidad de la carga. De modo analogo estudiariamos el cas 
de inexactitudes debidas a una curvatura inicial de la colu 
desde la forma recta 1 . Representando la fiecha maxima d t 



1 La forma inicial del eje de la columna sueie suponerse sor 
semionda de forma sinusoidal. 
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eje de la columna por a y estudiando <j c como funcion de la re- 
lacion - y de la esbeltez ~, obtendriamos unas curvas analogas 
a las de la figura 223. 

En la practica se da la fiecha inicial a por una relacion con 
la longitud I de la columna. Los resultados obtenidos para tres 

valores diferentes de la relacion 1 | y para a Fl = 2.500 kg./cm. 2 

correspondientes a una section en I se ven en la figura 224. 
Para columnas muy cortas, las tres curvas dan a e = 2.500 
kg./cm. 2 . Para columnas muy esbeltas, los valores dados por las 
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Fig. 224 ' 

curvas se aproximan a los de la curva de Euler. Utilizando una 
de las curvas y dividiendo el valor a, correspondiente por un coe- 
ficiente de seguridad, por ejemplo, 2, se obtiene el valor de la fa- 
tiga media de trabajo. La ventaja de este metodo es el empleo 
de un coeficiente de seguridad constante, en tanto que el au- 
mento de inexactitudes con la longitud de la columna I se tiene 
en cuenta facilmente suponiendo que la excentricidad es pro- 
porcional a ella. Sin embargo, el valor de las inexactitudes debe 
hacerse depender de los datos experimentales existentes. 

57. F6rmulas empfricas para el proyecto de columnas.— 
Enlosdos metodos descritos para el calculo de columnas es ne- 

1 Corrientemente se toma entre los limites — X a =9 1 ■ 

400 — ' 1 onn 
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cesario toraar arbitrariamente o el coeficiente de trabajo (figu- 
ra 221) o las inexactitudes inevitables (figs. 223 y 224). Estas 
cantidades no pueden elegirse de modo apropiado mas que mul- j 
tiplicando los ensayos de laboratorio. En tales circunstancias, 
es natural que muchos ingenieros prefieran el uso de formulas 
empfricas que representen el resultado de tales experimentos. 
Este procedimiento es legftimo siempre que la aplicacion de las 
formulas se mantenga entre los k'mites para los que ha sido es- I 
tablecida y para los que ha recogido la informacion experimental. 
Cuando sea necesario extrapolar dichos llmites, deberan modi- .•: 
ficarse las formulas de acuerdo con las nuevas condiciones. Para 
ello son de importancia capital las consideraciones teoricas. 

Una de las formulas empiricas mas antiguas se debe a Tred- < 
gold 1 . Ha sido adoptada por Gordon, para representar los re- 
sultados de los ensayos de Hodgkinson y su forma final se debe 1 
a Rankine. La fatiga compresora media de trabajo dada por l 
la f6rmula de Rankine es '[ 

a ;! 



1 4-6 



donde a es una fatiga y b un factor num£rico, constantes para 
un material dado. Eligiendo de modo apropiado estas cons- 
tantes, la formula da resultados satisfactorios entre ciertosf 
lhnites. ,i 

El Instituto Americano para la Construction en Acero, en 
sus instrucciones de 1928, da para la fatiga de trabajo en una? 
columna | 

a t = 18 -°° 0 libras/pulg .» (4 

1 + — -I 

18.000 4 

para j- > 60. Para columnas cortas a t se toma igual a 15.000 

libras por pulgada cuadrada. *• 
La Asociacion Americana de Ingenieros de Ferrocarriles 



1 Para conocer la historia de la fdrmula v6a.se E. H. Salmon, O f 
lumns, London, 1921. Vease tambien Todhunter y Pearson, History 
the Theory of Elasticity, vol. 1, pag. 105, Cambridge, 1886. 
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la f6rmula lineal, adoptada tambien por los constructores de 
Chicago y Nueva York, cuya formula es 

i t = 16.000 — 70 - • libras/pulg. 2 . (c) 
r 

1 

Se emplea para 30 < < 120 para piezas principales y 
I kz i 

hasta r- = 150 para piezas secundarias. Para valores de me- 
K i k z 

nores que 30 que toma <s t == 14.000 libras/pulgada 2 . 

La formula parabolica propuesta por Ostenfeld 1 se usa tam- 
bien algunas veces. Da la fatiga critica de compresion en la 
forma 

a„ =a — b 



Las constantes a y b dependen de las propiedades mecanicas 
del material. Para el acero corriente, la ecuacion (d) toma a 
veces la forma 

o cr = 2.650 — 0,09 (j-J- kg./cm. 2 . (e) 

Esta expresion representa una parabola que es tangente a la 
curva de Euler en ~ = 122,5 y toma el valor ct„ = 2.650 kg./om. a 
para columnas cortas. El coeficiente de seguridad varia de 2,5 a 3. 



1 Zeitsahr. Vease Deutsch Ing., vol. 42, pag. 1462, 1898. Vease 
tambien C. B. Fuller y W. A. Johnston, Applied Mechanics, vol. 2, 
pagina 359, 1919. 
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TORSION Y FLEXION COMBINADA CON TORSION 

58. Torsion de un eje circular.— Consideremos un eje cir-| 
cular empotrado en el extremo superior y sometido a la accion 
de un par aplicado en el extremo inferior (fig. 225). Puede com-", 




Fig. 225 

4 

probarse mediante medidas hechas en su superficie que las sec- ' 
ciones circulares del eje permanecen circulares durante la tor-y 
sion y que sus diametros y las distancias entre ellos no cambiai% 
con tal que el angulo de torsi6n sea pequefto. J 
Un disco aislado del eje, tal como indica la figura 225 (b), es; 
tara en el estado de equilibrio elastico siguiente. La seccion in* 
ferior habra girado respecto a la superior un angulo dcp, siendo 
la rotacion de la seccion mn respecto al extremo empotrad 
Un elemento abed de la superficie lateral del disco de lados ve > 
ticales antes de la deformation toma la forma indicada en ■ ~ y 
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figura 225 (b) . Las longitudes de los lados son esencialmente las 
mismas y solamente nan variado los angulos. El elemento es- 
tara sometido a fatiga cortante pura (vease artfculo 16) y la 
magnitud de la distorsion angular dada por el triangulo infini- 
tesimal cac' es 

ac' 

Donde e'e es el arco de radio ~ correspondiente a la diferen- 

cia dy de los angulos de rotacion de las dos secciones adyacen- 
tes. Tendremos 

1 dm 7 

Para un eje sometido a torsion por la accion de un momento 
en su extremo el angulo de torsion es proporcional a la longitud 

y la cantidad ^ es constants y representa el angulo de giro por 

unidad de longitud de eje. La representaremos por 6. Sustitu- 
yendo en (a), 

Y = I M. (145) 

Las fatigas cortantes que actuan en los lados del elemento y 
producen la distorsion anterior tienen las direcciones conocidas. 
Su magnitud por la ecuaci6n (40) es 

t = -OQd. (146) 

Para estudiar el estado de fatiga en el interior del eje se su- 
pondra que do solamente no se distorsionan los circulos peri- 
metrales de las secciones rectas del eje, sino tambien que las 
secciones, en su totalidad, permanecen planas y giran como si 
fuesen absolutamente rigidas, es decir, todo diametro de la sec- 
cion recta permanece recto y gira el mismo angulo. Los ensayos 
de ejes circulares a torsion muestran que la hipotesis admitida 
esta completamente de acuerdo con los resultados experimenta- 
les. Establecido esto, el analisis efectuado en el elemento abed de 
la superficie del eje —fig. 225 (6)— sera valido para un elemen- 
to similar de la superficie de un cilindro interno, cuyo radio r 
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Fig. 226 



reemplace a ^ — fig. 225 (c) — . El grueso del elemento en direc- • 

cion radial se considera infinitesimal. I 
Tales elementos estan tambien en estado de fatiga cortante " 
pura y la fatiga cortante en sus lados es 

- = OrO, (b) " : 

que demuestra que la fatiga cortante varfa proporcionalmente J 
a la distancia r desde el centro del eje. La figura 226 muestra 
esta distribution de fatigas. La fatiga maxima se presenta en la" 
superficie exterior del eje. Para un material ductil, el periods; 

plastico comienza en esta superficie. Para un i 
material menos resistente al esfuerzo cortan-: 5 
te en sentido longitudinal que en el transver- 
sal, por ejemplo, un arbol de madera con IasT 
fibras paralelas a su eje, las primeras fisuras;; 
se produciran por esfuerzos cortantes que:; 
actuen en las secciones axiales y apareceran en la superficie del 1 
arbol en direcci6n longitudinal. En el caso de un material menos* 
resistente a extension que a esfuerzo cortante, por ejemplo, un 
arbol circular de fundicion o una pieza cilindrica de yeso, apa- 
recera una fisura a lo largo de una helice inclinada a 45° con el 
eje (fig. 227). La explication es sencilla. Recordemos que el es- 
tado cortante puro es equivalents a una extension en 
una direccion y a una compresion igual en direccion 
perpendicular (vease fig. 41). Un elemento rectangu- 
lar tornado de la superficie exterior del arbol sometido 
a torsion con lados a 45° con el eje estara sometido a 
las fatigas que se ven en la figu"a 227. Las fatigas de 
extension mostradas producen la figura en helice men- 
cionada. 

Veamos ahora las relaciones existentes entre el mo- 
menta torsor aplicado M t y las fatigas que produce. 

Para el equilibrio de la portion de eje comprendida entre ' 
extremo donde se ha aplicado el momento torsor y la secci6 * 
ideal rati es necesario que las fatigas distribufdas en la secci 
recta sean estaticamente euuivalentes a un par igual y opues ' 
al de torsion M,. " & 
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Por cada elemento de area dA -fig. 225 (c)-, ] a f uerza cor . 
tante es * r dA. El momento de esta fuerza respecto al eie del 
arbol sera (^A)r = GWdA (utihzando la ecuacion b) El mo- 
mento total M respecto al eje del arbol es la suma, extendida 
a area total de la section recta, de los momentos de cada fuerza 
elemental, es decir, 



M t =f * GWdA = GO f r HA = GQI 



(C) 



Donde I p es el momento polar de inercia de la secci6n circu- 

32 ; 



lar. Segun el apendice, para un cfrculo de diametro d, l p = 



M t = GG^ 

32 

y 

0 _ Mt v 32 M t 

g x ^ = gJ' < 147 > 

p 

Vemos que 6, el angulo de torsion por unidad de longitud 
de eje, varia proporcionalmente al momento aplicado e inver- 
samente al modulo G y a la cuarta potencia del diametro. Si el 
arbol tiene una longitud I, el angulo total de torsion sera 

/ \ n; M,l 

(?j,-w-^.. (148) 

p 

Esta ecuacion se utiliza en las comprobaciones ffsicas de la 
teoria y ha sido verificada por numerosfsimos experimentos que 
ban dado veracidad a la hip6tesis de partida. Se hace notar que 
Jos experimentos de torsion son los comunmente usados para 
determinar los modulos de los materiales a esfuerzo cortante 
S» se mide el angulo de torsi6n producido en un arbol dado por 
un momento torsor conocido, el valor de G puede calcularse 
tacilmente utihzando la ecuacion (148). 

Llevando el valor de 6 de la ecuacion (147) a la ecuacion (146) 
se obtiene una ecuacion que da la maxima fatiga cortante en la 
torsion de arboles circulares: 

_M t d 16 if, 
ffm4l (149) 

Eesistenoia db matekiales. — T I 

17 
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Esta expresi6n indica que la fatiga es proporcional al mo- 
mento torsor e inversamente proporcional al cubo del diametro? 
del arbol. En las aplicaciones practicas el diametro del arbol; 
debe calcularse conocida la potencia H en CV. que debe trans- 
mitir. Dado H, el momento torsor se obtiene en kg. cm. por la, 
bien conocida ecuacion ",f. 

''V 

M t X — = E x 75 X 100 (150) \ 

60 ,f 

en la que n representa el numero de revoluciones por minuto ; 
del arbol. Despejando M t en la ecuaci6n (150) y sustituyendolo 
en la (149), se obtiene 

d = 71,7 ]/— 5- • cm. (151); 

Tomando, por ejemplo, como fatiga cortante de trabajo el" 
valor Tj = 800 kg./cm. a se tiene | 

d = 7,80 ~\I H - ■ cm. | 
r w i 

Problemas 

1. Determinar el diametro (Z del arbol de una maquina de 200 CV..J 
cuya velocidad es n = 120 r. p. m., siendo la fatiga de trabajo t t = 2101 
kg./cm. 2 . * f 

JRespuesta: %■ 

3 



f = 71,7 |/ 



o 



200 

iiox2io = I4 ' 2 cm - | 

Determinar la potencia en CV. transmitida por un arbol si* 
d = 16 cm., n = 120 r. p. m., S=8x 10 s kg./cm.* y el angulo de 

torsion medido sntre dos secciones rectas distantes 7,6 m. es — d»» 

16 .4'- 

radian. 

■% 

Soluddn: De la ecuacion (148), 

M _ nd 4 <pG _ 7t x 15 4 8 X 10» 



32 I 32 15 x 7,5 X 100 " 

La potencia transmitida, deducida de la ecuacitin (150), es - 

, _ M t X 2 tin tc x 15 4 X 8 X 10' X 2 n X 120 _ , 

60 X 75 X 100 ™ 32 X 15 X 7,5 x 100 X 60 X 75 X 100 ~~ * 
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3. Un arbol de diametro d = 9 cm. hace 45 r. p. m. Determinar 
la potencia transmitida si la maxima fatiga cortante es 320 kg./cm. 2 . 

4. Un arbol de acero (G = 8 X 10 6 kg./cm. 2 ) tiene un tamafio 
tal que la maxima fatiga cortante es 1.000 kg./cm. 2 para un angulo de 

torsi 6n de 90°. Determinar la relacion \- 

d 

Respuusta : 

5. Un eje de acero con los extremos empotrados (fig. 228) esta so- 
metido a la acci6n de un momento torsor M t , aplicado en una seccion 
intermedia mn. Determinar el angulo de torsion dada la fatiga de tra- 
bajo T ( . 

Solution: Para los dos trozos del eje el angulo de torsi 6n ha de ser 
igual, por consiguiente, ecuacion (148), los momentos torsores seran 

Fig. 228 , F io. 229 

inversamente proporcionales a las longitudes de los trozos. Si a > 6, 
el mayor momento .torsor es el de la parte derecha del arbol y su valor 
M t • a 

cs a + b ' Sustltuven(io este valor como momento torsor y t ( por x m4x 
en la ecuacion (149), se obtiene el siguiente valor para d: 

d = i 3 / l6 aM t 
V (a + b) ttt, • 

Piiede obtenerse ahora el angulo de torsion utilizando la ecua- 
cion (148). 

6. Las poleas I, II y III transmiten 500 CV., 200 CV. y 300 CV., 
respectivamente (fig. 229). Encontrar la relaci6n de los diametros 
d x y d 2 , para que la fatiga maxima sea la misma en las dos partes del 
arbol. Encontrar la relacion do los angulos de torsion en las dos partes. 

Solution: Los momentos de torsion en las dos partes estan en la 
relacion 5 : 3. Si queremos tener la misma fatiga maxima, se deduce 
usando la ecuacion (149), que 

d 2 V 3 

Los angulos de torsion por las ecuaciones (148) y (149) estardn en 
la relacion 



9i : ?2 = 
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7. Suponiendo que el eje del problema anterior tiene una seo- 
ci6n constante y gira a 200 r. p. m., hallar su diametro para que 
T t = 480 kg./cm.». Hallar el angulo de torsi6n de cada trozo del eje, si 
Q = 8 X 10 6 kg./cm.* y l t = h = i' 20 m - 

8. Determinar la longitud de un arbol de acero de 5 cm. de dia- 
metro (0 = 8 X 10 6 kg./cm. 2 ), si la fatiga maxima es 1.000 kg./cm.», 
cuando el angulo de torsion es 6°. 

Bespuesta : 

I = 209 cm. 

9. Determinar el diametro a partir del cual el angulo de torsion 
del arbol, y no la fatiga maxima, es el factor de control al proyectar, 
si G = 8 X 10» kg./cm.*; t, = 210 kg./cm.*, y el angulo de torsion 

1° 

maximo admisible -g P or m - 

iSolumon: Eliminando M t entre las ecuaciones 

16M t _ 32Mj k_ 

— — 3 ziu, Gv . di 180 x 4 X 100 

se obtiene d — 12 cm.; para d < 12 cm., el Angulo de torsi6n es el fac- 
tor de control al proyectar. 

10. Determinar el momento torsor 
£ en cada trozo de un arbol con los extre- 
^ mos empotrados sobre el que actuan 
£ los momentos torsores M\ y M" apli- 
£ cados en dos secciones intermedias (fi- 
Fig. 230 gura 230). 

Solucidn: Calculando los momentcw j 
torsores producidos en cada porcion del eje por cada uno de los mo- ; 
mentos M[ y M" t (ver el problema 5) y sumando estos momentos, se . 
obtiene 

MUb + c) + M" t c M' t a — M" t c M' t a + M'j (a + b) 
1 1 ' I 

11. Determinar los diametros y los angulos de torsion de los arboles ;? 
del problema 6 si n = 120 r. p. m., T m4x = 210 kg./cm.*, £, = 1,80 m., 
l t = 1,20 m. X 

59. Torsi6n de arboles huecos. — En el analisis de la torsi6n; 

de arboles macizos se ha visto (vease figura 226) que solamente 
el material situado en la superficie exterior del eje esta sometido| 
a una fatiga igual al coeficiente de trabajo. El material restant© 
trabajara a una fatiga mas baja, y en los casos en que la reduo| 
cion de peso tiene gran importancia, como, por ejemplo, en lof 
ejes propulsores de un avion, es conveniente usar arboles huC 
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cos. Para analizar la torsion, en este caso, se hacen las mismas 
hip6tesis que en el caso de los arboles macizos. La expresi6n 
general de la fatiga cortante vendra dada por la ecuacion (b) 
del articulo anterior. Al calcular los momentos de las fatigas 

cortantes, el radio r lo haremos variar desde el valor que es 

d 

el radio de la circunferencia interior, al valor que tiene en 

la periferia. La ecuacion (c) del parrafo anterior se reemplazara 
por la ecuacion siguiente: 

OBI rHA = M L = GBI , 

donde I p = ^ (d* — d*) es el momento polar de inercia de lav 

section anular. Por tanto, 

9 _ 32 M t = M t d 



n{d' — di)G GI p 
y el angulo de torsion sera 



(152) 



(?)i = 0Z = ^ (153) 
16 M t M t d 



mpfl-*| 2/ , (154) 



Vemos por las ecuaciones (153) y (154) que si, por ejemplo, 

se toma d 1 = | d, el angulo de torsion y la fatiga maxima, 

comparados con las mismas cantidades para un arbol macizo 
de diametro d, vienen aumentados aproximadamente en un 
6 por 100, mientras que la reduction en el peso del arbol sera 
de un 25 por 100. 

Problemas 

1. Un eje hueco de acero, de 25 cm. de diametro jxterior y 15 cm. 
de interior, gira a 1.000 r. p. m. jQue potencia en CV. transmite, si 
W = 640 kg./cm.*? 

2. Hallar el momento torsor que puede aplicarse a un eje circu- 
lar hueco si d = 15 cm., d x = 10 cm. y x t = 640 kg./cm.*. 
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3. El eje propulsor de un baroo es hueco; transmite 8.000 CV a. 

d 

100 r. p. m., con una fatiga de trabajo t, = 320 kg. /cm. 2 . Si — = 2, 

encontrar d. 

Solution : 



M,= 



8.000 X 60 X 75 X 100 



2 7T X 100 
La ecuaci6n (154) da para este caso: 



_ 16 



16 M t 

nd 3 



60. Torsi6n de e]es de seccion rectangular. — El problems 
de la torsion de un arbol de section rectangular es complicado, 
debido al alabeo de la secci6n durante la tor- 
sion. Este alabeo puede verse de modo expe- 
rimental mediante una barra rectangular de 
caucho, en cuyas caras se ha trazado un siste- 
ma de cuadrlcula. Observando la rigura 231 
se aprecia que durante la torsion las lineas 
primitivamente perpendiculares al eje de la 
barra se han curvado. Se observa que la dis- 
torsion de los pequenos cuadrados anterior- 
mente mencionados varia a lo largo de loa 
lados de esta section recta, alcanza su valor 
maximo en el centro y es nula en los angulos. 
De aqui se deduce que la fatiga cortante, que 
varia como la distorsion, es maxima en el cen- 
tro de los lados y nula en los angulos de la seo- 
cion recta. El estudio detenido del problema 1 ha hecho ver que 
la maxima fatiga cortante se presenta en el punto medio de 
los lados mas largos de la section rectangular y que esta dada 
por la ecuacion 

M t 



Fig. 231 



a.bc 2 



(155) 



donde b es el mayor y c el menor de los lados de la section reo- 



1 La soluci6n completa se debe a De Saint-Venant, Mim. des , 
Savants itrangers, t. 14, 1855. Un resumen de este trabajo se encuentra , 
en History of the Theory Elasticity, de Todhunter y Pearson, vol. II, ; 
pagina 312. I 
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tangular y a un factor numerico dependiente de la relacion -. 

c 

En la tabla III, inserta mas abajo, se dan algunos valores de a. 

Como f6rmula aproximada que da resultados satisfactorios, 
puede utilizarse la siguiente: 

M t L . . „ c\ 



TABLA III 

DATOS PARA LA TORSI6N DE EJES DE SECCi6n RECTANGrjLAB 

* = 1,00 1,60 1,75 2,00 2,50 3,00 4,00 6 8 10 oc 

e- 0,208 0,231 0,239 0.246 0,258 0,267 0,282 0,239 0,307 0 313 0 333 
8 = 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0^333 

El angulo de torsi6n por unidad de longitud en el caso de 
una section rectangular viene dado por la ecuacion 

Los valores del factor numerico p vienen dados en la tercera 
linea de la tabla anterior. 

En todos los casos considerados, el angulo de torsion por uni- 
dad de longitud es proportional al momento torsor y puede re- 

presentarse por la ecuaci6n 6 = ^ (a), donde C es una cons- 
tante llamada rigidez de torsion del arbol. 

En el caso de un arbol circular (ecuaci6n 147), 0 = OI . 
Para un arbol rectangular (ecuaci6n 156), C = $bc 3 G. P 
61. Resorte helicoidal de espiras cerradas.— Supongamos 
que un resorte helicoidal de section recta circular este sometido 
a la action de fuerzas axiales P (fig. 232) y que cada espira este 
situada, aproximadamente, en un piano perpendicular al eje 
de la helice. Considerando el equilibrio de la parte superior del 
resorte limitada por una secci6n axial mn —fig. 232 (6)—, puede 
deducirse de las ecuaciones de la estatica que las fatigas para la 
section mn se reducen a las que producen la fuerza cortante P 
que actiia en el centro de la section y el par que obra en sentido 
contrario a las agujas del reloj y actua en el piano de la section. 
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El valor de este par es PR, siendo R el radio de la superficie 
cillndrica que contiene a la linea media del resorte. El par tro- 
sor PR origina una fatiga cortante maxima, que aplicando la 
ecuacion (149), sera 

16 PR 

(a y 

donde d es el diametro de la secci6n recta mn de la espira. 
A esta fatiaa debida a la torsion debe superponerse la debida 




r 



a) 



Fig. 232 



f r v 



(c) 



a la fuerza cortante P. En primera aproximacion, se supone 
que esta fuerza cortante se distribuye de modo uniforme en la 
seccion recta. La fatiga cortante correspondiente sera 



^2 = 



En el punto m, las direcciones de t x y t 2 coinciden y, por : 
tanto, la fatiga cortante maxima que se presenta precisamente 
en ese punto tiene por valor f 

l6Pi? /. , d \ , ' 

Tmfa = -Ci + T 2 = — I- (157), 



TO* 8 



4R 



Como se ve facilmente, el segundo t^rmino del parcntesia 
que representa el efecto de la fuerza cortante aumenta con la 

relacion y tiene una importancia grande y no puede despref 

ciarse en el caso de resortes pesados tales como los que se em- 
plean en los coches de ferrocarril. Debido a este termino, 1 * 
puntos, tales como m del lado interno de la espira, estan en poo 
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res condiciones de trabajo que los puntos tales como n. En los 
ensayos realizados con resortes pesados se ha visto que los fa- 
Uos del material se producen de ordinario en el lado interno de 
las espiras. 

Hay, ademas, otra razon por la que la fatiga maxima se pro- 
duce en el lado interno de la espira. 

Al calcular la fatiga debida a la torsion, hemos usado la 
ecuaci6n (a) obtenida para barras cilmdricas. En realidad, cada 
elemento del resorte estara en las condiciones de la figura 233. 
Se ve que si la seccion recta bf gira con 
relacion a la ac, por efecto de la torsion, ^ 
el desplazamiento del punto b con relacion -^P^jP* 
al a sera el mismo que el del punto / con r *~~~ ° ftCD ~ " 

relacion al c. Debido a que la distancia ab U R —J 

es mas pequena que la cf, la distorsion en FlG 233 

el lado interno ab sera mayor que en el 

lado exterior cf y, por consiguiente, la fatiga producida por el 

par PR sera mayor en b que en /. Tomando este efecto en con- 

sideraci6n y anadiendo el efecto de la fuerza cortante i se sus- 

tituye la ecuaci6n (157) por la siguiente para el caloulo de la 

fatiga cortante maxima 

_ WPRum — l 0,615\ 

en la que 

2R 

m = 

d 

Puede verse que el factor de correction, cantidad dentro del 
parentesis, aumenta al disminuir m; por ejemplo, en el caso 
m = 4 esto factor vale, aproximadamente, 1,40, y para m = 10 
su valor es 1,14. 

Para el calculo de la deformation del resorte se tiene en cuen- 
ta solamente, en los calculos ordinarios, el efecto de la torsion 



1 Estas investigaciones fueron hechas por V. Roever V D J 

Ena Vs.* 8 ' ^° 6 ' -u- 13; ta , mbi&1 A - M - Wa W. Trans. Trn'Soc. Meek 
fng., 1928 Este ultimo determina tambien experimeiitalmente 1^ 
fatigas mediante medidas hechas en la superficie de la™ Ver Lm 
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delas espiras. El angulo de torsion de un elemento situado entre 
dos secciones adyacentes mn y m'n' —fig. 232 (c)— , se obtendra 
usando la ecuacion (148), en la que en lugar de I se pone Bda.; 
dicho angulo sera 

PRRda. .'i 
do = . ? 

Debido a esta torsion, el trozo inferior del resorte gira con re- | 
lacion al centro de mn — fig. 232 (a), — y el punto de aplicacion B 
de la fuerza P describe el arco infinitesimal BB' = adtp. La 
componente vertical de este desplazamiento es 



R PRMx , * 

B'B" = BB'- = Rdy = — — . ( C ) i 

La deformation completa del resorte se obtiene sumando 
las deformaciones B'B" debidas a cada elemento mnm'n', a lo \ 
largo de la longitud del resorte. De este modo se obtiene 



_ PR3 

Jo Tfi 



, UnPR 3 

d *=~i>cr' (159) 



donde n representa el numero de espiras. 

Para un resorte de secci6n recta distinta de la circular, pue- 
de utilizarse el metodo anterior para el calculo de las fatigas y ; 
deformaciones, si en lugar de las ecuaciones (148) y (149) se f 
toman las correspondientes a la forma de seccion de que se trate. s 
Por ejemplo, en el caso de seccion rectangular deberan usarse 
las ecuaciones (155) y (156). 

Problemas |. 

1. Determinar la fatiga maxima y el alargamiento de un resorte 
helicoidal (fig. 232), si P = 125 kg., R = 10 cm., d = 2 cm. el numero | 
de espiras es 20 y 67 = 8 X 10 5 kg./cm. 2 . i 

Solution: En la ecuacion (158), to = 10 y 

■a 

16 X 125 X 10 n ^ , , 4 

W = ' X 1,14 = 907 kg./cm. a , * 

. 64 X 20 X 125 x 10 3 

S = 2-X8X10' =12,5 cm. 



2. Resolver el problema anterior suponiendo que la espira tiene 
geccion cuadrada de 2 cm. de lado, 
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Solution: Suponiendo que e] factor de correcci6n debido a la fuer- 
za cortante y a la curvatura de las espiras — -vease ecuaci6n (158)— es, 
como en el caso anterior, 1,14, por la ecuaci6n (155) se obtiene: 



fakx = 



PR 



0,208 X 2 3 



X 1,14 = 856 kg./cm. 8 . 



Para calcular el alargamiento, debomos poner 0,141 d* — vease ecua- 
cion (156)— en lugar de ~ en la ecuaci6n (159); por tanto, 

8 = 8,7 cm. 

3. Comparar los pesos de dos resortes helicoidales, uno de seccion 
circular y el otro de seccion cuadrada, proyectados para las condicio- 
nes establecidas en el problema 1 y que sufran la misma fatiga maxi- 
ma. En ambos casos el factor de correccion se tomara 1,14. Comparar 
las deformaciones de los dos resortes. 

Solucidn: La longitud del lado de la seccion cuadrada se hallara 
por la ecuaci6n 

0,208 6» 



16 



de donde 



b = fo,944, d = 0,981 d. 



Los pesos de los resortes estan en la misma relacion que las areas 
de las secciones rectas, es decir, en la relaci6n 

-j- : 0,981* d*= 0,816. 

Las flechas de los dos resortes estan en la relacion 

0,141 6 * ! 32 = 0,141 X °' 926 : 5 = i' 33 - 

4. iC6mo se distribuira la carga P entre los dos 
extremos del resorte helicoidal de la figura 234, si el 
numero de espiras por encima del punto de aplica- 
ci6n de la carga es 6 y el de espiras situadas por 
debajo es 6? 

Respueeta : 

R t : R 2 = 5 : 6. 

5. Dos resortes helicoidales del mismo material, de la misma sec 
ci6n recta circular y de la misma longitud, dispuestos como indica la 
figura 235, estan comprimidos entre dos pianos paraleios. Determinar 
la fatiga maxima en cada uno si d = 1,5 cm. y P = 60 kg. 

SolucuSn: De la ecuacion (159) se deduce que la carga P se distri- 
buye entre los dos resortes en razon in versa de los cubos de los rad.os 




Fig. 234 
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de la espira, es decir, las fuerzas de compresion en loa resortes exterior 
e interior estan en la relacion 27 : 64. Las fatigas maximas en los resor- 
tes son — ecuacion (158) — 164 kg./cm. s y 314 kg./em.*. 

6. iCual es la carga llmite para el resorte del proble- 
ma 1, si la fatiga de trabajo es t 4 = 1.400 kg./em. s ? jCuttt 
sera la deformacion del resorte para esta earga limite? 

Respuesta: 

192 kg.; 8 = 19,2 cm. 

7. Un resorte conico (fig. 236) esta sometido a la aeci6n 
de dos fuerzas axiales de valor P. Determinar el valor admi- 
sible de P para una fatiga de trabajo r t = 2.700 kg./em. 1 . 
Datos complementarios: diametro de la seecion recta, 
d = 2,5 cm.; radio del cono en la parte superior del resor- 
te, R 1 = 5 cm.; idem en la base, i2 a = 20 cm. Determi- 
nar el alargamiento del resorte si el niimero de espiras 

es n y la proyeccion horizontal de la linea media del resorte es una 
espiral de ecuacidn. 

(i?2 — Ri)& 




i 



Fig. 235 



R= i?! + 



2 7m 



Solucidn: Un punto A del resorte, determinado por un valor par- ? 
ti'cular del angulo a, esta a una distancia 
del eje del resorte 



R = i?! + 



2 nn 



El momento de torsion correspond i en- 

-"*,_,(* +1*^. 

El maximo momento torsor correspon- 
de a a = 2tto y vale Pi? 2 . 

El valor limite de P, deducido de la 
ecuacion (158), sera: 

„ 2,700 X n x2,5 i > 

P = 16 X 20 X 1,09 == 380 kg " 

La deformaci6n del resorte se obtendra 
por la ecuacion (c) (vease pag. 266) del 
modo siguiente: 

32 P /2 7rn [" _ _ (iJ 2 _ i?,) a f 



nd*G 

16 Pn 



i I*' 



+ 



2nn J 
(Rj + R\) (Ri + R*). 



da 




Fia. 236 



8. Determinar el area de la seecion recta que deben tener las es 
piras de un resorte conico, proyectado para las condiciones del probl t 
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ma anterior, pero de seecion cuadrada. T6mese 1,09 como factor de 
correccion. 



Respuesta : 



b* = 5,76 cm.*. 



62. Flexldn y torsion combinadas en ejes circulares.— En el 

analisis del problema de la torsion hecho anteriormente (vease 
pagina 254) se supuso que el eje estaba sometido a torsion sim- 
ple. En las aplicaciones practicas son frecuentes los casos en 
que un momento torsor y 
otro flector actuan simulta- 
neamente. Las fuerzas trans- 
mitidas a un eje por una po 
lea o un volante producen 
corrientemente torsion y fle- 
xion a la vez. Un caso sen- 
cillo de este genero es el de 
la figura 237. Un eje circular 
empotrado en un extremo y 
cargado en el otro con una 
fuerza vertical P a la distan- 
cia R del eje. Este caso se 
reduce a una torsion produ- 
cida por un momento M t = PR y a la accion de una fuerza trans- 
versal P en el extremo libre K El momento torsor es constant 
a lo largo del eje y el momento Hector debido a P para una see- 
cion a la distancia x del empotramiento vale 




Fig. 237 



M = — P{l — x ). 



(a) 



Para analizar la fatiga maxima producida en el eje es nece- 
sario considerar: 1.°, las fatigas cortantes debidas al momento 
torsor M t ; 2.°, las fatigas normales debidas al momento flec- 
tor (a), j 3.°, las fatigas cortantes debidas a la fuerza cortan- 
te P. La fatiga maxima por torsion se presenta en la circunfe- 
rencia del eje y vale 

16 M t 



1 El peso del eje y el de la polea se desprecian en este problema. 
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La fatiga normal maxima debida a la flexi6n aoontece en las 
fibras mas alejadas de la linea neutra de la seccion empotrada, 
puesto que para ella el momento Sector es maximo, y tiene por 
valor t 
. if 32 Jf ' 

Z izd 3 

La fatiga debida a la fuerza cortante tiene corrientemente t 
una importancia secundaria. Su valor maximo tiene lugar en la 
linea neutra de las secciones, alii donde son cero las fatigas de ; 
flexion; por consiguiente, la fatiga combinada maxima se pre- 
senta en el punto donde son maximas las fatigas (1) y (2), es \ 
decir, en los puntos mas alto y mas bajo de la seccion de empo- , 
tramiento. En la figura 237 (b) se ve un elemento correspon- 
diente a la parte mas alta de la seccion de empotramiento y : l 
sobre el que se indica el modo de actuar las fatigas. Las fatigas i 
principales correspondientes a este elemento seran (ecuacio- 
nes (72) y (73), pag. 118): J 

1 



utilizando las ecuaciones (b) y (c), 

a mtx = -L(M + Vif 2 + M\) = ii (if + VM* i if?) . (160); 

2 Z nd 3 >. 

Del mismo modo, empleando la ecuacion (73), 

«mln = — (M — Vif 2 + if?) = — (if — y/W~+M§). (160*) 1 

2Z -d 3 ] 

Puede observarse que a m £ X tiene el mismo valor que en rm ; , 
caso de flexion simple para el que el momento Sector equiva- > 
lente fuese | 

M**, = \(M + VM* + i/?) . ] 

2 j 



La fatiga cortante maxima para el elemento considerado 1 ; 
figura 237 (6) — , deducida de la ecuacion (34), sera } 
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Para metales ductiles, como los que ordinariamente se usan 
en la fabrication de ejes, es norma corriente utilizar la fatiga 
cortante maxima para la determination del diametro del eje. 
Llamando t t a la fatiga de trabajo y sustituyendo su valor en 
lugar de t„, Ax en la ecuacion (161), el diametro del eje vendra 
dado por la expresion 



— Vm + Ml (162) 

Todo lo anteriormente expuesto puede aplicarse al caso de 
un eje hueco cuyo diametro exterior sea d y de un diametro 
interior d x . En este caso, 

z = *( di - d i) = ("i K\ 4 1 

32^ 32 1 \dl J* 

haciendo j = n, las ecuaciones (160) y (160') se transforma- 



y 1 
ran en 

16 , 

ffmfa = ^B(i- W 4) (M + ^ m + M ®> (163) 

16 ,__ 

° mia = (!-.,«) {M ~ VM2 + (164) 

para el caso de un eje hueco. 

La fatiga cortante maxima sera 

16 , . 

y d se calcula por la f6rmula 

d = V — n- — c VM^+m. 

f 7tT e (1 — 71*) ~ *• 

Si sobre el eje actuan varias fuerzas transversales analogas 
a la de la figura 237, el momento Sector total if y el torsor M 
en cada secci6n, son los que deben tenerse en cnenta para el 
calculo de dicha seccion mediante las ecuaciones (162) 6 (166) 
Si las fuerzas transversales que actuan sobre el eje no son pa- 
ralelas, los momentos Seotores debidos a ellas deben sumarse 



(166) 
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vectorialmente para obtener el momento resultante M. El pro- 
blema nlimero 3, que verernos a continuacion, se refiere a un 
caso de esta naturaleza. 

Problemas 

1. Un eje circular de 6,25 cm. de diametro soporta una polea 
de 250 kg. de peso y 75 cm. de diametro (fig. 238). Determinar la fatiga 
cortante maxima en la seccion mn si las tensiones horizontales ea log 




Fio. 238 Fio. 239 



ramales superior e inferior de la correa son 875 kg. y 125 kg., respeo- 
tivamente. 

Sohwi&n: En la seccion mn, 

M t — (875— 125) X 37,5 = 28.125 kg. cm. 

M = 15V250 J + 1.000' = 15.462,5 kg. cm. 

Por consiguiente, mediante la ecuaci6n (161), 

TmAx = 669,6 kg./cm. 2 . 

2. Un tubo vertical (fig. 239) esta sometido a la accion de una fuer- 
za horizontal P => 125 kg., que se aplica a una -distancia del eje del 
tubo igual a 90 cm. Determinar o m 4 x y T m<lx si la longitud del tubo ea 
7,50 m. y el momento resistente de la seccion Z = 156,25 cm.*. 

Solucidn: En la secci6n de empotramiento se tiene M t = 125 X 90 
= 11.250 kg. cm., M =» 125 X 750 =» 93.750 kg. cm. Aplicando la 
ecuacion (163), 

- (93.750 + \/93.750 a + 11.250 2 = 602,4 kg./cm.* 

por la ecuacion (165): 

T m4x - 302,4 kg./cm.». 1 

3. Determinar el diametro de un eje circular de secci6n tinJfor»_ 
me (fig. 240) capaz de soportar dog poleas iguales de 75 cm. de diume- 
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tro cada una. Las tensiones en los ramales de ambas poleas son los 
i upresentados en la figura. Se tomara t ( = 480 kg./cm. 2 . 

Solution: Las secciones mas castiga- 
das son mn y m 1 n 1 , puesto que soportan 
la totalidad del momento torsor y los 
mayores momentos flectores. El momento 
torsor para ambas secciones es M t — (750 
- 250) x 37,5 = 18.750 kg. cm. El mo- 
mento flector en mn es (750 + 250 + 250) 
X 15 = 18. 150 kg. cm. El momento Hec- 
tor en ra,n, en el piano horizontal es 

I (750 + 250) x 75 =» 18.750 kg. cm. 




tical 



El momento flector para la misma seccion recta en el piano ver- 



250 X 75 1.250 X 15 X 37,5 

4 75 = — 4.687,5 kg. cm. 



El momento resultante para la seccidn m,n, es 

M = Vl8.750» + 4.687,5* = 19,325 kg. cm. 

Como se ve, es mayor que el momento correspondiente a la secern 
mn, y debera, por consiguiente utilizarse en union del valor M t para el 
calculo del diametro d del eje — ecuacifin (162)—, de donde 

d = 6,57 cm. 

4. Determinar el diametro del eje de la figura 238 si la fatiga cor- 
tante de trabajo debe ser a t = 480 kg./cm. 2 . 

5. Determinar el diametro exterior de un eje hueco si t ( = 480 
kg./cm. 2 , J = . y las dimensiones y fuerzas restantes las de la figu- 
ra 240. 

6. Resolver el problema 3 suponiendo que sobre la polea de la 
derecha actiia, en lugar de las tensiones verticales de 750 y 250 kg., 
una fuerza horizontal, tangente al perimetro, que produce el mismo 
momento torsor. 
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ENERGfA DE DEFORMAClON 




63. Energfa elastica de deformaci6n en la tracci6n.— Al 

analizar la extension simple de una barra (v^ase fig. 1), se 
vio que durante el alargamiento bajo la accidn de una carga 
creciente se gastaba trabajo y que este trabajo se transformaba 
parcial o totalmente en energfa poten- 
cial de deformacion. Si la deformacion 
no alcanza el lunite elastico, el trabajo 
realizado por la fuerza exterior se trans- 
forma por completo en energfa potencial 
y puede recobrarse realizando una des- 
carga gradual de la barra deformada. 

Si el valor final de la carga es P y 
el alargamiento correspondiente 8, el dia- 
grama de ensayo a la extension tendra la 
forma indicada en la figura 241, en la que las ab-cisas son los 
alargamientos y las ordenadas las cargas correspondientes. P 1 
representa un valor intermedio de la carga; 8 X , el alargamiento 
debido a el. Un aumento dP^ de la carga origina un incremento 
(ZSj en el alargamiento. El trabajo realizado por P x durante este 
alargamiento es P^dS^ representado en la figura por el area 
rayada. Si se tiene en cuenta el aumento de P 1 durante el alar- 
gamiento, el trabajo realizado estara representado por el area 
del trapecio abed. El trabajo total realizado al aumentar la carga 
desde 0 a P es la suma de areas elementales analogas y vendra 
dado por el area del triangulo OAB. Dicha area representa la 



Fig. 241 
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energfa total U almacenada en la barra durante la deformacion. 
Por consiguiente, 

U = ~ • (167) 

Utilizando la ecuacion (1), se obtienen las dos expresiones 
siguientes para la energfa de deformacion de una barra pris- 
ruatiea: 

u = Ue' (168) 

Jr AEV 

IT ' < 169 > 
En la primera de ellas, la energfa de deformacion viene en 
funcion de las caracterfsticas geometricas y elasticas de la barra 
y de la carga P y en la segunda se expresa como una funcion 
de las mismas caracterfsticas y del alargamiento S. 

En las aplicaciones practicas, la energfa de deformaci6n por 
unidad de volumen tiene gran importancia, y su valor, deducido 
de las ecuaciones (168) y (169), sera 

U a 2 

Al 2E v ' 

o 

W =Y' (171) 

donde a = -j es la fatiga de extension y e = ^ es el alarga- 
miento unitario. 

La cantidad de energfa de deformacion que por unidad de 
volumen puede almacenar una barra sin deformacion perma- 
nente 1 se halla sustituyendo el lfniite de elasticidad del mate- 
rial en lugar de a, en la ecuaci6n (170). Un acero con un Ifmite 
de elasticidad de 2.000 kg./cm. a y E = 2 x 10 6 kg./cm. 2 da 
w = 1 kgcm./cm. 3 , una goma con un modulo de elasticidad 
E = 10 kg./cm.* y un lfniite de elasticidad de 20 kg./cm. 2 da 

20 2 

w = = 20 kgcni/uin. 8 . 

. 2 X 10 ' 



1 Esta cantidad se denomina por algunos autores «modulo de re- 
siliencia». 
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Tiene, a veces, gran interna conocer el maximo de la ener- 
gia de deformacion por unidad de peso w 1 que un material 
puede almacenar sin que se produzca deformacion permanente. 
Esta cantidad se calcula por la ecuacion (170), poniendo, en 
vez de a, el limite de elasticidad y dividiendo w por el peso de 
un cm. 3 del material. En la tabla que sigue se exponen algunos 
datos de esta naturaleza: 



Material 


Densi- 
dad 


E 

kg./cm." 


Limite 
de elaa'i- 
cidad en 
ka./em.' 


por cm.' 


w, 

por kg. 


Acero c o - 












rriente . . . 


7,8 


2 X 10« 


2.000 


1 kg. /cm. 


128 kg./cm. 


Aoero duro. . 


7,8 


2 X 10 8 


8.000 


16 » » 


2051 » » 




8,5 


1 X 10" 


300 


0,045 » » 


5,3 » » 




1,0 


10 6 


300 


0,45 » » 


450 » » 




0,93 


10 


20 


20 » » 


21505 » » 



Se observara que la cantidad de energia que puede almacenar 
un determinado peso de goma es unas diez veces mayor que la 
que puede almacenar el mismo peso de acero para resortes y 
unas 200 veces mayor que la que es capaz de almacenar el mis- 
mo peso de un acero corriente. 



Problemas 

1. Una barra prismatica de acero de 28 cm. de largo y 25 cm.* de 
seccion recta se comprime con una fuerza P = 2.000 kg. Determinar 
la energia de deformacion. 

Mespuesta : 

(7=1 kg. cm. 

2. Determinar la energia de deformacion en el problema anterior 
si el area de la seccion recta de la barra es 12,5 cin. a , en lugar de 25 cm.*. 

Respuesla: 

{7=2 kg. cm. 

3. Determinar la energia de deformacion en una barra vertical de • 
acero y seccion uniforme deformada por su propio peso si la longitud | 
de la barra es 30 m., el area de su seccion recta es 0,25 cm, 1 y el peso-.^ 
del acero por m. 3 , 7.800 kg. J 

Rvspuesta; . ~ 

U = 1,158 kg. cm. ' 
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4. Determinar la energia de deformacion en el problema anterior 
si ademas del peso propio tiene la barra una carga axial P = 500 kg. 
aplicada en su extremo. 

Bespuesta: 

U = 41,37 kg. cm. 

5. Encontrar la soluci6n del problema representado en la figura 15 
para el caso en que todas las barras tengan la misma seccion y el mis- 
mo m6dulo, igualando la energia de deformacidn del sistema al trabajo 
suministrado por la carga P. 

Solueion: Siendo X la fuerza en la barra vertical, su alargamiento 

S ° rA ~AE y el traba j° suministrado por P es | P X ~ . Igualando esta 

expresion a la energia de deformacion, se 
obtiene 



'////////////, 



1 P *L = XH + 2 ( X cos8 «) H 

2 AE 2AE + 24£cosa' 



de donde 



X = 



] + 2cos 3 a ' 




Fig. 242 



lo que reproduce la solueion ya encontrada. 

6. Comprobar el problema 2, pagina 9, 

mostrando que el trabajo suministrado por la carga es igual a la energia 
de deformaoi6n de las dos barras. 

7. Una barra de acero de 75 cm. de longitud y 6,25 cm. 8 de seccion 
recta se deforma 0,05 cm. 

Hallar el valor de la energia de deformacion. 
Kespuesta: Por la ecuacion (169), 



(0,05)' X 2 x 10" X 6,25 
2 X 75 



= 208,3 kg./cm. 



8. Comparar los valores de la energia de deformacion en las dos 
barras circulares de la figura 242 (a) y (6), suponiendo una distribucion 
uniforme de fatigas en las secciones rectas de las barras. 

Solueion: La energia de deformacion de la barra prismatica es 

2AE 

La energia de deformaci6n de la otra barra ea 



P*\l , P'fz 7 PH 



.+ 



For consiguiente, 



'2AE 1 SAE W2AE 
7 



T7, : 17 = 



16' 
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Para una fatiga maxima, dada la cantidad do energia almacenada 
en una barra con garganta, es menor que la que almaoena una barra 
de seccion uniforme. Es necesaria una cantidad muy pequena de tra- 
bajo para que la fatiga alcance un Umite peligroso en una barra que 
tonga una garganta muy estrecha y un gran diametro exterior, tal 
como la representada en la figura 242 (c). 



w 

i 






H 


m L 


n 




8 



64. Fatigas producidas por choque.— Un modo sencillo de 
producir traction por choque es el representado en la figura 243. 
Un peso W cae desde una altura h sobre el tet6n mn y por cho- 
A que produce extension en la barra A B. Si las masas 

de la barra y el teton son pequenos comparados con 
la masa que produce el choque, se puede obtener 
una solution del problema bastante aproximada, 
despreciando la masa de la barra y suponiendo que 
el peso de dicha barra no realiza trabajo durante 
el choque. Despues del cboque, el conjunto teton y 
Fig. 243 cuerpo W se desplaza hacia abajo, ocasionando la 
extension de la barra. Debido a la resistencia de la 
barra, la velocidad de movimiento del cuerpo disminuye hasta 
anularse. En este momento, el alargamiento de la barra y las 
fatigas de extensi6n correspondientes alcanzan un valor maxi- 
mo, y estos valores niaximos pueden calcularse con facihdad 
en la hipotesis de que el trabajo total suministrado por el peso se 
transforma en energia de deformacion de la barra 1 . Si 8 repre- 
senta el alargamiento maximo, el trabajo suministrado por W 
sera W(h + 8). La energia de deformacion de la barra viene 
dada por la ecuacion (169). Por consiguiente, la ecuacion para 
el calculo de 8 sera 

A E 

W(h+8) = ~8*, (a) 

2 / 



de donde 



siendo 

8 AE 



1 En los casos practices parte de la energia se pierde y el alarga- 
miento real es inenor que el caloulado con la hipotesis admitida. 
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la deformaci6n estatica de la barra por la accion de la carga 
W y v = V2 gh la velocidad de caida del cuerpo en el momento 
del choque con el teton mn. Si la altura h es grande, comparada 
con S <( , la ecuacion (172) puede escribirse de modo aproximado 



I 9 

La fatiga de extension correspondiente que se produce en la 
barra es 

La expresi6n subradical es directamente proporcional a la 
energia cinetica de caida del cuerpo y al modulo de elasticidad 
del material de la barra e inversamente proporcional al volumen 
Al de la barra. Por consiguiente, la fatiga puede disminuirse 
no solo aumentando la seccion transversal de la pieza, sino tam- 
bien aumentando su longitud o haciendola de otro material de 
menor modulo, E. Esto marca una diferencia esencial respecto 
a la fatiga estatica, que, como sabemos, es independiente de la 
longitud de la barra y del modulo E. 

Poniendo, en vez de <j, en la ecuacion (173), la a t escogida 
para fatiga de trabajo, la relacion que determina las dimensio- 
nes de una barra sometida a choque sera 

A1 2E Wv* 

Al = — —, (174) 

es decir, para un material dado el volumen de la barra debe ser 
proporcional a la energia cinetica de caida del cuerpo si se quiere 
tener una fatiga maxima constante. Consideremos ahora el caso 
extremo de anularse h, es decir, el peso W se aplica de modo su- 
bito sobre el teton mn, sin velocidad inicial. A pesar de no exis- 
tir en este caso energia cinetica al comienzo de la extensidn de 
la barra, el problema es diferente al de una carga estatica o gra- 
dual de la barra. En el caso de una aplicacion estatica, se supone 
que la carga se aplica gradualmente y que, por consiguiente, hay 
siempre equilibrio entre la carga que aotua y las fuerzas elas- 
ticas resistentes de la barra. La cuesti6n de la energia cinetica 
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no lo es todo, por consiguiente, en el problema que exammamos. 
En el caso de una aplicacion subita de la carga, el alarganiiento 
de la barra y la fatiga subsiguiente son nulos al principio de la 
deformacion y la carga subitamente aplicada W empieza a mo- 
verse por la action de su propio peso. Durante este movimiento, 
las fuerzas resistentes de la barra crecen de un modo gradual, 
hasta que equilibran a W, cuando el desplazamiento del peso 
es 8 st . Pero en este momento la carga tiene cierta energia cin6- 
tica adquirida durante el recorrido 8 st y, por consiguiente, con- 
tinua su movim ento hacia abajo hasta que su velocidad quede 

anulada por la accion de las fuerzas re- 
sistentes de la barra. El alargamiento 
maximo determinado por esta condi- 
tion se obtiene de la ecuacion (172), 
poniendo en ella v — 0. Se tiene 




S = 2S„ 



(175) 



Fig. 244 



es decir, una carga subitamente apli- 
cada; debido a las condiciones dinami- 
cas, produce una deformacion doble 
que la que produciria la misma carga 
aplicada de modo gradual. 
El resultado obtenido puede encontrarse tambien de modo 
grafico (fig. 244). La linea intiinada OA es el diagrama alar- 
gamiento-carga para la barra de la figura 243. Por consiguiente, 
para un alargamiento cualquiera, tal como OC, el area A OC da 
la energia de deformaci6n correspondiente de la barra. La llnea 
horizontal DB, a la distancia W del eje 8, determina el rectan J 
gulo ODBC, cuya area representa el trabajo suministrado por- 
la carga If a lo largo del desplazamiento OC. Cuando 8 es igual 
a 8 S<> el trabajo suministrado sera el representado por el area 
del rectangulo ODA 1 C 1 . En el mismo instante, la energia al- 
macenada por la barra viene dada por el area del triangulo 
OAfiv que, como se ve, es solamente la mitad del area del rec- 
tangulo anterior. La otra mitad del trabajo suministrado la con- 
serva el cuerpo de peso W en forma de energia cinetica. Debido ; 
a esta velocidad adquirida, el cuerpo continuara su movimiento 
y no se para hasta una distancia 8 — 28,, del punto de partida. ;i 
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En este momento el trabajo total suministrado por el peso W, 
representado por el rectangulo ODBC, es igual a la energia 
de deformacion almacenada en la barra y representada por el 
triangulo equivalente OA C. 

El estudio anterior del choque se basa en la hipotesis de que 
las fatigas que acontecen en la barra permanecen siempre por 
debajo del limite de elasticidad del material. Pasado este limite, 
el alargamiento de la barra no es proporcional a la fuerza 
extensora. Suponiendo que el diagrama alargamiento-carga no 
dependa de la velocidad de la deformacion de la barra \ puede 
determinate el alargamiento corres- 
pondiente a un caso de choque, aun- 
que dicho alargamiento sobrepase 
del limite de elasticidad, utilizando 
el diagrama normal de ensayo a trac- 
ci6n del material (fig. 245). Para un 
alargamiento maximo dado 8, el area 
correspondiente OADF representa 
el trabajo que es necesario suminis- 
trar para producir tal alargamiento, 

y este trabajo debe ser igual al trabajo W(h + 8) producido por 
el peso W. Cuando W(h + 8) sea igual o mayor que el area 
total OA BC del diagrama de ensayo, la carga dinamica produ- 
cira la rotura de la barra. 

De lo expuesto se deduce que cualquier cambio en la forma 
de la barra que origine una disminucion del area total OABC 
del diagrama disminuye al mismo tiempo la capacidad de resis- 
tencia de la barra al choque. En las piezas con garganta de las 
figuras 242 (6) y (c), por ejemplo, el periodo plastico del material 
se concentrara en la garganta y el alargamiento total y el tra- 
bajo necesario para producir la rotura sera mucho menor que 
en el caso de la barra cilindrioa de la misma figura. 

Las piezas de esta forma son muy poco resistentes al ohoque, 
aun cuando el material sea ductil. Todos los elementos de es- 
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1 Los enaayoa muestran que coa una gran velocidad de deforma- 
cion el punto de fluencia orece y es necesario mayor cantidad de tra- 
bajo para romper la probeta que en una prueba estafcica. Vease N. N". 
Davidenkoff, Bulletin Polyt. Instit ute, St. Petersburg, 1913; tambien 
Welter, Ztaohr. j. Metullkunde, 1924. 
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tructura que tengan agujeros o cualquier variaci6n brasca de 
secci6n son de modo analogo debiles al choque » En el analisis 
del problema del choque que acabamos de realizar se ha despre- 
ciado la masa de la barra frente a la masa W del cuerpo que 
producla el choque. Unicamente de este modo puede suponerse 
que la energi'a total de caida del cuerpo se transforma en energia 
de deformacion de la barra. El problema es bastante mas com- 
plicado cuando la barra tiene una masa apreciable que toma. 
parte en los cambios de energia del choque. 

Recordemos, primeramente, que cuando una masa — se 

mueve con una velocidad v y choca centralmente con otra masa 
W 

-± en reposo, y la deformaci6n en el punto de contaoto es in- 
elastic*, la velocidad v a de ambas maaas despues del choque es 

W 

Va= W+w"' <*>■ 

En el caso de la barra de la flgura 243 las condiciones del 
problema son mi* complicadas. Durante el choque, el extremo 
superior A queda inmovil, mientras que el extremo inferior B 
adquiere la misma velocidad que el cuerpo W. Por consiguiente, 
para el calculo de la velocidad final v a por la ecuacion (6) de-' 
bera utilizars* una «masa reducida»>, en lugar de la masa total 
de la barra. Suponiendo que la velocidad de la barra varie 
linealmente a lo largo de su longitud, se vera que en este caso 
la masa reducida debe tomarse igual a un tercio de la masa to- 
tal de la barra 2 . Para una barra de peso q por unidad de lon- 
gitud, la ecuacion (b) da 

W 

v a = v. 

Este valor es la velocidad comun que se establece para la 
carga W y el extremo inferior de la barra en el primer instante 



1 VcSase Hackstroh, Baumaterialienkunde, pag. 321 1905 v H Zim- 
merman, Zentralbl. d. Bauverw., pag. 265, 1899 ' ' ' 

* Esta solucion fu6 obtenida por H.'Cox, 'Cambridge Phil. Soc 
Trans pag. 73 1849. V6a.se tambien Todhunter y Pearson, History, 
vol. l, pag. 895. ■ » 
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del choque. Suponiendo plastica la deformacion en la superficie 
de contacto entre el cuerpo que cae y el apoyo mn (fig. 243), es 
decir, sin rebote alguno, la energia cinetica correspondiente es 

*lw + 1 - q i) = ™-±-. 

M 3 / 2g jl_ 

+ 3W 

Esta cantidad debera sustituir a 
Wv 2 

— = Wh 

en la ecuacion (a) para tener en cuenta la perdida de energia 
en el primer momento del choque. Por consiguiente, en lugar de 
la ecuacion (172), se obtendra 

El m&odo empleado da resultados tanto mas satisfactorios 
cuanto mas pequena es la masa de la barra comparada con 
la masa del cuerpo que cae. 

En los demas casos es necesario tener en cuenta las vibra- 
ciones longitudinales de la barra l . La deformacion local en el 
punto de contacto durante el choque ha sido estudiada por 
J. E. Sears 2 y J. E. P. Wagstaff 3 . 

Problemas 

1. Un peso de 5 kg. unido a un hilo de acero de 3 mm. de diametro 
(figura 246) cae desde A con la aceleracidn g. Determinar la fatiga 
producida en el hilo cuando se detiene bruscamente su extremo supe- 
rior A. Se despreciara la masa del hilo. 



Las vi braciones longitudinales de una barra prismatica durante el 
choque fueron estudmdas por Navier. Una soluci6n mas racional es la 
dada por De Saint Venant (vease su traducci6n de Clebsch, Theorie der 
Jblastiettat fester Korper nota en el parrafo 61). Vease tambien I. Bous- 
P^vd 30 *1909 Potentiels, pag. 608, y C. Ramsauer, Ann. d. 

3 Sf^S ^ ran l ° r amb ,ridge Phil. Soc, vol. 21, pag. 49, 1908. 

pagina 544, ^hY.^ ' Lond ° n R ° yal So °- Pro °- < Serie A ). vol. 105, 
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Solncfin: Si la aceleracion del peso W es igual a g, no habrd fetish 
algima en el hilo durante el movimiento. La fatiga despv.es de la de ' 
tencion brusca se hallara por la ecuaci6n (173), en la que se desprecia * V- 

Sustituyendo v* = 2gh y I = h, se obtiene ** 



„_ 1/ 2 jsw _ -1/2 x 2 x 10* x e x 4 

~ r ~x~ - r 37ninss — - 1680 k g-/cm.». 

Se observara que la fatiga no depende de la altura h de caida a oaii * 
m de que la energia cinetica del cuerpo aumenta en la misma propor! " 
ciOn que el volumen del hilo. 

2 Un peso W = 500 kg. cae desde una altura h = 90 cm sobre? 
un pilar vertical de madera de 6 m. de largo y 25 cm. de diametro fiJ 
jado por su extremo inferior. Determinar la fatiga maxima'' 
Gf-r de """P^sifin en el pilar, suponiendo que para la nW 
ra E = 1,2 x 10» kg./cm. 2 y despreciando la masa del pilar? 
y la cantidad 8^. f 
Eespueata : -<| 



o = 160 kg./cm. 2 . 



IV 

Fio. 246 3. Un peso W = 5.000 kg. unido al extremo de un hilo' 
de acero (fig. 246) desciende con una velocidad constant 
te v = 90 cm./seg. iQ ue fatiga se producira en 61 cuando su extre^ 
mo superior se detenga bruscamente ? La longitud libre del cable en! 

a dd f ° qUe 68 1 " 18 m - 61 Area de su se °«^ recta 3 

4 = 16,625 mm. 2 y E = 1,2 X 10" kg./cm. 2 . \" 

SoJwidw: Despreciando la masa del cable y suponiendo que la ener- 5 
gia cinetica del cuerpo en movimiento se transforma por complete en- 
energia de deformacion del cable, la ecuacion que determine el alarga- 
miento maximo del cable es :« 

AES 2 AES.i* W ' 

Ti 21- = 27 "'-f-^ 8 -«.<>, m 

donde 8 S< representa el alargamiento estatico del cable. f 
Teniendo en cuenta que W - ^L S *1 ae obtiene mediante la eeua,? 
cion (d), 3 

"27(8-8^= .g 

de donde 

* r AEg \ 

Por consiguiente, despues de la detencion subita. la fatiga de «I 
tension del cable crece con la relaci6n ,'f 
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Para los datos del problema 

Wl 5.000 X 1.800 



o, t = 



= 0,48 cm. 



4# 15,625 X 1,2 X 10" 

8 90 

= 1 + - . . - = 5,18. 

b »i V 981 X 0,48 



Por consiguiente, 

W 

a = 5,18 -j = 1,656 kg./cm. 2 . 

4. Resolver el problema anterior si se interpone un resorte que 
alarga 1 cm. por cada 400 kg. entre el cable y la carga. 

Solution : 

S " = °> 48 + W= 12 ' 98 Cm - 
Sustituyendo en la ecuacion (e), 

= 1 + °.80 = 1,80; o = 1,8 — = 576 kg./cm. 2 . 

5. Para el caso de la figura 243, determinar la altura h tal que la 
fatiga maxima en la baria durante el choque sea 2.400 kg./cm. 2 . 

Se supone W = 12,5 kg., I = 1,80 m., A = 3,125 cm. 2 , E = 2,4 x 10« 
kg./cm. 2 . La masa de la barra se desprecia. 
Respuesta: h = 54 cm. 

65. Energia elastiea de deformaci6n en los easos de fuerza 
cortante y torsion.— La energia de deformacion aimacenada en 
un elemento sometido a fatiga cortante pura 
(figura 247) puede calcularse por el metodo 
empleado en el caso de extension simple. Si 
se supone fija la cara inferior ad del elemen- 
to, solamente debera considerarse como tra- 
bajo suministrado durante la deformacion el " ^^^j^l/'w^ 
que realice la fuerza P ligada a la cara supe- p IG . 247 
rior be. Suponiendo que el material sigue la 
ley de Hooke, la distorsion es proporcional a la fatiga cortante 
y el diagrama que representa dicha relacion sera analogo al de 
la figura 241. El trabajo dado por la fuerza P y almacenado en 
torma de energia elastiea de deformacion, sera, por consiguiente 
(vease ecuacion 167), 

1 = ( 1G7 ') 
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Recordando que 

8 = = t = _P ■} 
I Y G - ^' ■'} 

se obtienen, deducidas de la ecuacion (167'), las dos ecuaciories 
siguientes: 

Las expresiones correspondientes de la energfa de deforma- f 
cion por unidad de volumen se obtendran dividiendo estas ecua-. 
ciones por el volumen Al de la pieza I 

"-iff- (179) w= V' (180) j 

donde x = -j es la fatiga cortante y y = j es la distorsi6n( 

unitaria. La cantidad de energfa de deformacion por cortadura, 
que por unidad de volumen puede almacenar la pieza sin de-' 
formaci6n permanente se obtiene sustituyendo en la ecuacion; 
(179) t por el lfmite de elasticidad. f 
La energia almacenada por un eje circular sometido a tor*: 
si6n se calcula facilmente por la ecuacion (179). Si es la 
fatiga cortante en la superficie del eje, la fatiga cortante en un, 

2 t 

punto situado a la distancia r del eje sera: -r, siendo d efc 

diametro. La energfa por unidad de volumen en este punto | 
dada por la ecuacion (179), sera 

W = 2 -^. (a 

Gd* •; 

La energfa almacenada por el material comprendido ent 
dos superficies cilindricas de radios r y r + dr cs f 

Qd 2 I 
donde I representa la longitud del eje. Por consiguiente, la eneft 
gia total almacenada en el arbol sera f 

Jo O'd* 2 4 < 0 
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Esta expresion indica que la energfa total de deformaci6n es so- 
lamente la mitad de la que correspondent al caso en que todos 
los elementos del arbol sufriesen la misma fatiga cortante Tm4x . 

La energfa de torsion puede calcularse * 
mediante el diagrama de torsion (fig. 248), 
construfdo tomando el momento torsor en 
ordenadas y el angulo de torsion de abscisas. 
Por debajo del limite de. elasticidad, el an- 
gulo de torsion es proporcional al momento 
torsor y el diagrama sera la recta OA. El 
area infinitesimal rayada en la figura repre- 
senta el trabajo suministrado por el momen- 
to torsor para un aumento del angulo de torsion 4 9 . El area to- 
tal OAB = M t |, representa la energfa total almacenada por 
el eje durante la torsion. Recordando que «p = M se obtiene 




U 



Mfl 
2fl7„ 



U = &> 
21 



(182) 



_ En la primera de las eouaciones, la energfa se expresa en fun- 
cion del momento torsor y en la segunda viene dada eomo fun- 
cion del angulo de torsion. 

En el caso general de que la seccion tonga una forma cuales- 
qmera y el momento torsor varfe a lo largo del eje, el angulo de 
torsi6n entre dos secciones adyacentes viene dado por la ecua- 
cion (vease pag. 263) 



dcp 
dx 



dx = — 1 dx. 
G 



La energfa de deformacion de un elemento del arbol sera 



\M t ^dx=°l d J?\ 2 dx 



2 dx 2 \dxj 
y la energfa total de torsion es 



2 Jo Ux) 



dx. 



(183) 
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Problemas •? 

1. Determinar la re)aci6n entre el limite de elasticidad por pot- 
tadura y el lfanite de elasticidad a la tracci6n si la energla de deforma- i 
cion que por cm.* pnede almacenar el material sin deformacidn per- 
manente es la misma en tracci6n que en cortadura. j 

Solucidn: Por las ecuaciones (170) y (179) se tiene 



2E ~2G' 



de donde 

Para el acero. 



i-Yl- 

= <j"l/j_ = 0,62 o . 
V 2,6 



2. Determinar la flecha de un resorte helicoidal (fig. 232), emplean- " 
do el metodo de la energla de deformaci6n en torsi6n. -\' 

Solucidn: Sea P la fuerza que actiia en la direccion del eje de la; 
helice (fig. 232), jR el radio de las espiras ynsu numero. La energla' 
de torsion almacenada por el resorte — ecuacion (182) — , sera % 

(PR)*2rtRn 

2GI p ' % 

Igualando esta expresion al trabajo suministrado -—■ , se obtiene , . 

2-KnPR 3 64 nPB* I 



8. 



GI p ~ Gd* 



3. El peso de un resorte helicoidal de acero es 5 kg. Determina 
la cantidad de energia que podra almacenarse en este resorte sin de| 
formaci6n permanente si el limite de elasticidad por cortadura es: ; 

0,62 X 8.000 = 4.960 kg. /cm. 1 . § 

Solucidn: La energia por kg. del material sera 2.051 kg. cm. Pp: 
consiguiente, la energla total de torsi6n 1 que puede almacenarse en es '' 
resorte sera: 

~ X 5 X 2061 = 5127 kg. cm. I 

4. Un eje circular macizo y un tubo delgado del mismo maten 
y peso estan sometidos a torsi6n. iQue relacion existe entre los valo 
de la energla almacenada si la fatiga maxima es la misma en ambo* 

Respueata: 3 

1- J 



j 

1 La distribuci6n de fatigas se ha supuesto ser la de un &r 
circular sometido a torsi6n. C 
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5. Un eje circular de acero con un volante en un extremo gira a 
120 r. p. m. Se detiene bruscamente por el otro extremo. Determinar 
la fatiga maxima en el eje durante el choque si la longitud del eje es 
I = 1,5 m., el diametro d = 5 cm., el peso del volante W ■= 50 kg. y su 
radio de giro r = 25 cm. Q = 9,2 X 10 s kg./cm. 1 . 

Solucidn: La fatiga maxima se produce cuando la energia cinetica 
del volante se transforma totalmente en energia de deformacion por 
torsi6n del eje. La energia cinetica del volante ee 

Wr*a,* 60 X 25 2 X (47T) 1 „_„ , 
~jy = 2X981 ~ = 2562,5 k S' cm - 

Suetituyendo este valor de U en la ecuacion (181), 



■V 



16 X 9,2 X 10« X 2.562,5 , , 

*X5'X150 " 1792 




6. Dos barras eirculares del mismo material y la misma longitud, 
pero de diferentes secciones A y A v estan sometidos a torsion por 
la aocion del mismo momento torsor. jQue relaci6n existe entre los 
valores de la energia de deformaci6n almacenada en las dos barras? 

Respuesta: Son inversamente proporcionales a los ouadrados de las 
areas de las secciones rectas. 

66. Energfa elastiea de deformaei6n en la flexi6n.— Empe- 

zaremos por el caso de flexion pura. Para una barra prismatica 
empotrada en un extremo y flexada (fig. 249) por un par M, 
aplicado en el otro, el desplazamiento angu- 
lar en el extremo libre es 

Ml t % 

Fig. 249 

Este desplazamiento es proporcional al mo- 
mento fiector M, y empleando un diagrama analogo al de la 
figura 248 puede deducirse, por un razonamiento analogo, que 
el trabajo suministrado durante la deformacion por el momen- 
to fiector M , o, io que es lo mismo, la energia almacenada por 
la barra es 

Empleando la ecuaci6n (a) esta energfa puede expresarse por 
una de estas formas: 
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A veces interesa expresar la energla potencial como una fun- 
cion de la fatiga normal maxima <w = -f* 5 - Para una sec 
ci6n rectangular se tendra a mix = o in — g , y 
ecuacion (184) da 



3 2E 



(186) 



En este caso se ve que la energla total es solo la tercera 
parte de la que corresponded al caso de que todas las floras 

sufriesen la fatiga <r m4x . 

En el caso de flexion por fuerzas transversales a la barra 
despreciaremos, en principle, la energla por cortadura La ener- 
gla almacenada por un elemento de viga de longitud dx -eeua- 
ciones (184) y (185)— sera 



MHx 
2EI t 



, n EI Ad'?) 2 

dU = — — 

2dx 



El momento flector M es variable respecto aij 



__ dx __ 
" f r 



dx 2 



(vease pag. 130). La energla total almacenada en la barra es, 

por consiguiente, 




'» M 2 dx 
VET' 



U 



nEJttdW 
Jo 2 Wl 



(187) 



dx. (188) 



Fig. 260 



Sea, por ejemplo, el voladizo 
AB (fig. 250). El momento flector 
para una secci6n cualquiera r.m es M = -Fx. Sustituyendo en 
la ecuacion (187), da 

n PhMx = P*P. ( 6 ) 
Jo 2EI, 6EI.' 
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6 PI 

Para una barra rectangular, <r raAx = -^p- , y la ecuacion (c) 
puede ponerse en la forma 

U=lbM^-. Us') 
9 2E 

Esta expresi6n indica que la cantidad de energla que puede 
almacenarse en una viga rectangular en voladizo, cargada en 
su extremo, sin que se produzca deformation permanente, es un 
tercio de la que se puede almacenar por flexi6n pura y sola- 
mente la novena parte de la correspondiente a la extension 
simple de la misma barra. Esta consideraci6n tiene importancia 
en el proyecto de resortes, puesto que 6stos deben absorber una 
cantidad dada de energia sin deterioro y deben tener el menor 
peso posible. La cantidad de energla que puede absorber un 
voladizo se aumenta haciendolo de seccion variable. Por ejem- 
plo, un voladizo en solido, de igual resistencia a la flexion, de 
secci6n rectangular, de altura h constante (fig. 185), tiene, para 
valores iguales de P, h y a m&x> una flecha y, por consiguiente, 
una cantidad de energla almacenada, que es s61o el 50 por 100 
mayor del valor que corresponde a la barra de seccion unifor- 
me. Al mismo tiempo, el voladizo de resistencia uniforme pesa 
la mitad de la barra prismatica, lo que en definitiva indica 
que puede almacenar el triple de energla por kilogramo de 
material. 

Volviendo a la ecuacion (c), e igualando la energla de defor- 
macion al trabajo suministrado por la carga P durante la defor- 
macion, se tiene 

PS PH 3 

J-^eT/ {d) 

de donde 

PI 3 



SKI. 



Este valor de la flecha coincide con el de la ecuacion (95). 
La flecha adieional debida a las fuerzas cortantes puede de- 
terminarse tambien mediante la energia potencial de defor- 
macion. Para el voladizo de la figura 250, de seccion rectan- 
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gular, la fatiga cortante a la distancia y del eje neutro es (vease 
ecucion 05) 

4 

27, U I 

La energia por cortadura en un volumen elemental bdxdy, en 
virtud de la ecuacion (179), sera 
P 2 Ih? 

y la energia total por cortadura es 



\2 

■ y 2 \ bdxdy, 



h 

•+ , 



JoJ_*8G/;U / 20G/ Z 

Esta energia debe anadirse al segundo miembro de la ecua- 
cion (<Z) 1 para obtener la flecha total. Se tendra 

P8 = P*P P*lh* 0 
2" 6-EJ. 20 G// 

y, por consiguiente, 

" * ~ PI 3 /, . 3 A 2 # 



8 = 



\ 10 Z 2 G] 



El segundo termino del parentesis representa el efecto de las 
fatigas cortantes en la flecha de la viga. Empleando el metodo 
desarrollado en el articulo 39, en la hipotesis de que el elemento 
afecto al centro de gravedad de la seccion empotrada permanece 
vertical (fig. 250), el giro adicional debido a la cortadura sera 

TniAx 3 P 
y = = ; 

0 2 bhG 
y la flecha adicional resultara 

3 PI . 
2 bhG' 

por consiguiente, 

PP 8« = Pl> L ,_?*■.*). {gt) 
2>EI Z 2 bhG -dElA Hi' Gj 



1 Como las fatigas cortantes que actuan sobre un elemento 
(figura 247) no modifican las longitudes de los lados del elemento, si 
sobre esas caras actuan fatigas normales, 6stas no producen trabajo 
durante la distorsion. Por esta razon, la energia total es simplement©:, 
la sums de las dos caatidades de energia. 
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Como se ve, las ecuaciones (g) y (g') no coinciden; la dife- 
rencia se explica del modo siguiente: Las consecuencias del ar- 
ticulo 39 se obtuvieron en la hipotesis de que las secciones de 
la barra se podian alabear libremente por la accion de las fati- 
gas cortantes. En este caso la seccion empotrada debera cur- 
varse, tomando la forma mon —fig. 250 (6)—, y al calcular el 
trabajo total desarrollado en la mensula debe considerarse no 

solamente el trabajo realizado por la fuerza P fig. 250 (a)—, 

sino el que efectuan las fatigas ligadas a la seccion empotrada 
— figura 250 (6)—. Tomando en consideraci6n este ultimo trabajo, 
la flecha calculada por medio de la energia de deformaci6n coin- 
cide con la obtenida en el articulo 39 y dada por la ecuacion (g') K 

En el caso de una viga simplemente apoyada, cargada en 
su centro, la seccion media de la pieza no alabea por considera- 
ciones de simetria. En este caso la ecuaci6n {g), aplicada a cada 
mitad de la viga, dara un resultado mas exacto para la flecha 
que la ecuaci6n (g'). Puede comprobarse comparando las ecua- 
ciones aproximadae {g) y (g') con la soluoi6n, mas correcta, dada 
en el articulo 39. 

Problemas 

1. Una viga de madera en voladizo de 1,80 de longitud y secc!6n 
rectangular de 20 cm - X 12.5 cm. esta sometida a la acci6n de una oar- 

ga uniforme de -j kg. por cm. Deterrninar la energia de deformaci6n 

almacenada si E •« 1,2 X 10 6 kg./cm. s . 
Respuesta: 

n q z l» 10" X 180° X 12 

U " 40 m, = 3" X 40 x 1,2 x 10" X 12,5 x 20* = 52,5 ^-A™. 

2. jEn que proporci6n aumenta la energia de deformaci6n calculada 
enelproblemaanteriorsilaalturadelavigaes 12,5cm.yelancho 20 cm.? 

Respuesta: La energia de deformaci6n crece en la relacion % • 

3. Dos barras identicas, una apoyada y la otra con los extremos 
empotrados, estan flexadas por la accion de cargas concentradas igua- 
les en su seccion central. ^En que relaci6n estan los valores de la ener- 
gia de deformaci6n almacenada? 

Respuesta: 4:1. 

4. Resolver el problema anterior para una carga uniformemente 
distribuida de intensidad q sobre ambas barras. 



1 Vease Theory of Elasticity, pag. 150, 1934. 
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5. Dos vigas do la misma longitud y secci6n rectangular estan 
igualmente cargadas; las secciones tionen el mismo ancho, pero las al- 
turas estan en la relacion 2:1. Encontrar la relacidn entre las eanti- 
dades de energia de deformacion almacenada. 

Solution: Para una carga dada, la energia de deformaci6n es pro- 
poreional a la fie ^la y esta es inversamente proporeional al momento 
de inercia de la seccion. Reduciendo la altura a la mitad, se hara ocho 
veees mayor la cantidad de energia de deformacion. 

67. Flexi6n prcducida por choque. — La flecha dinamica de 
una viga, originada por el choque de un cuerpo W que cae sobre 
ella, se puede determinar por procedimientos analogos a los 
empleados en el caso de que el choque produzca extensi6n (ar- 
ticulo 64). Sea, por ejemplo, una viga sim- 
plemente apoyada, percutida en el cen- 
tra (fig. 251), y supongamos que la masa 
de la viga puede despreciarse frente a la 
Fig. 251 masa del cuerpo que choca con ella y que 

las fatigas que se originan estan por debajo 
del Hmite de fluencia. No habra, por consiguiente, perdida de 
energia en el choque, y el trabajo suministrado por el peso W 
durante su calda se transformara completamente en energia de 
deformacion por flexion de la viga 1 . Sea 8 la flecha maxima de 
la viga durante el choque. Si suponemos que la elastica de la 
viga durante el choque tiene la misma forma que para una' 
deformacion estatica, la fuerza capaz de originar dicha flecha 
seria (ecuacion 90) 

P=^, (a) 
P 

La energia total almacenada por la viga es igual al trabajo 
suministrado por la fuerza P, o sea 

2 I 3 

Si h representa, como anteriormente, la altura de cafda, la 
ecuacion por la que se determina 8 sera 

W(h + 8) = 8 2 ^^- 2 , (b) 



1 La deformacion local en la superx"icie de contacto de la carga 
y la viga se desprecia en este calculo. 
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de donde 



siendo 



= s« + ]/w 



+ J«v 2 , (189) 



WP 



S " = 48^ y V = V2 ^ 

La ecuacion (189) es de la misma forma que la que obtuvi- 
mos para el caso de extensi6n por choque, ecuacion (172). Es 
interesante hacer notar que la forma de la ecuacion es inva- 
riante para cualquier otro caso de choque con tal de que la 
flecha en el punto de choque sea proporeional a la fuerza P 
ejercida en dicho punto. Si representamos por a el factor de 
proporcionalidad, cuyo valor depende de la estructura, se tendra 

«P=8 y U=— = —. 

2 2a 

Por consiguiente, 

W(h + 8) = — , 
2a 

y puesto que 8 S( = Wol, esta ecuacion se reduce a la ecua- 
cion (189). 

La flecha 8 asf calculada representa un lfmite superior, al 
que la flecha dinamica se acerca cuando no hay perdidas de 
energia durante el choque. Las perdidas de esta naturaleza re- 
duoen la flecha dinamica dada por la ecuacion (189). Las fati- 

gas correspondientes pueden hallarse multiplicando por — las 

fatigas obtenidas por la aplicaci6n estatica de la carga W. Cuan- 
do h es grande comparada con $ st , la ecuacion (189) puede 
ponerse en la forma mas sencilla 



(c) 



Para el caso de una viga apoyada en los extremos y percu- 
tida en el centro esta ecuacion da 



* 1/ W . / :i tn 
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El momento Sector maximo es en este caso 

PI _ S 48 EI , I 

4 I 3 4 

y 



Z I* 4Z 

Para una section rectangular, empleando la ecuacidn (d), 



lfe.JM. (e) 

Esta expresi6n indica que la fatiga maxima depende de la 
energia cinetica del cuerpo que cae y del volumen IA de la viga. 

Para determinar el efecto de la masa de la viga sobre la 
flecha maxima se supondra que la elastica, durante el ohoque, 
tiene la misma forma que para una deformation estatica. 

Con esta hipotesis se deduce 1 que la masa reducida para una 

viga apoyada en sus extremos es ^ ^, y, por consiguiente, que 
la velocidad comun que se establece al comenzar el choque es 

W 

W + — ql 
35 

La energia cinetica total despues de establecerse la veloci- 
dad comun v a es 



2g\ 35*/ 



Wv 2 



2g 17 ?l 
1 + 35 W 



poniendo este valor en lugar de 

2g 

en la ecuacion (6), se obtiene 



* = *.» + 1 A.i 2 + -7-^17 q l v * (190) 



Vease ; publicacion de Homersham Cox, mencionada anteriormea- ' : 



to (pag. 282). 
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Esta expresion ya tiene en cuenta el efecto de la masa de la 
viga en la fieoha 1 . 

En el caso de un voladizo, si el peso W ataca a la viga en 

el extremo, el valor de la masa reducida de la viga es — ?£ 

& 140 g 

Cuando una viga simplemente apoyada en sus extremos 
sufre el choque en un punto cuyas distancias a los extremos 
son ay b, respectivamente, la masa reducida es 

JLri+2/! +i 2 \ 3 i^. 

1051 T \ «&/ J g 
Problemas 

1. Una viga de madera de secci6n rectangular, apoyada en mis 
extremos y ouya longitud es 2,70 m. sufre en su centro un ohoque 
oeasionado por un peso de 20 kg. que cae desde una altura h = 30 cm. 
Determinar el area necesaria en la secci6n recta si la fatiga de trabajo 
es <j ( = 80 kg./cm.* y E = 1,2 X 10 s kg./cm. J . 

Solution: Empleando la ecuacion (e), pagina 296 », 

wv; 18 g 18 X 1,2 X 10» „ M 

^--2T--feT- 20 X 30 X 270 X 80' = 750 ^ 

2. jEn que proporoion cambia el area del problema anterior si 
1.°, la luz de la viga aumenta de 2,7 a 3,6 m., y 2.°, si el peso W aumen- 
ta en el 50 por 100? 

Respuesta: 1." El area disminuye en la relacion 3:4. 2.° El area 
aumenta en el 50 por 100. 

3. Un peso W = 50 kg. cae desde una altura de 30 cm. sobre el 
centro de una viga de seccion en I apoyada en sua extremos y cuya 



Diversos ejemplos en los que se aplica esta ecuacion figuran en 
la publicacion del piofesor Tschetsche, Zeitschr. d. Ver. d. Ing pa- 
gina 134, 1894. Un estudio mas detallado del choque transversa] sobre 
una viga se basa en Ja investigation de las vibraciones laterales, unido 
al estudio de la def ormacrin loeal en el punto de choque. Vease De Saint 
Venant, ]oc. cit., pag. 537, nota final del parrafo 61 ; C. R., vol 45 pa- 
gina 204, 1857. Vease tambien S. Timoshenko, Ztschr. f. Math u Phys 
vol. 62, pag 198, 1913. Diversos ensayos con vigas suietas a choque 
han sick, reahzados en Suiza, dando reeultados de acuerdo con la teoria 
V6ase Tech. Komm. d. Verband, Schveiz Briickenbau u. Eisenhochbau- 
fabnken, Bericht von M. RoS, marzo, 1922. Vease tambien los recientes 
artlculos de Tuzi (Z.), y Nisida (M.), Phil. Mag. (7), vol. 21, pag 448 
y R. N. Arnold. Proc. of the Institution of Mechanical Engineers vo- 
lumen 137, 1937, pag. 217. 

1 La deformaoion local en Ja superficie de oontacAo de la carea 
con la viga se desprecia en este calculo, * 
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longitud es 3 m. Encontrar las dimensiones de la seccion para ts t «= 2.400 
kg./cm.« E = 2,4 X 10 8 kg./cm.». 

Solution: Despreciando 8 st frente a h (vease ecuacion c), la relacitoi 
cntre la flecha dinamica y la estatica sera: 



S_ = -[ / v 2 _ -i /2h 



Si la elastica durante el choque tiene la misma forma que la defor- 
maci6n estatica, las fatigas maximas de flexion estaran en la miama 
relacion que las flechas, y por consiguiente, 



■\/2h Wl 

de donde 

Z &EW h 
c of I' 

siendo Z el momento resistente de la secci6n y c la distancia de la fibra 
mas alejada a la linea neutra, o sea la mitad de la altura de la viga 
en nuestro caso. Sustituyendo los datos numericos, se tiene: 

Z 6 X 2,4 X 10« x 50 X 30 „ 
c = 2,400» X 300 = 12 ' 50 0m - 

Se necegitara un perfil en I de 12,5 cm. de altura, cuyo peso es 
20,4 kg./m. 

4. jQue fatiga produoira en la viga del problema anterior un peso 
de 100 kg., cayendo sobre el centro de la viga desde una altura de 15 cm.! 

Respuesta : 

c m4x = 2.312 kg./cm. 2 . 

5. Una viga de madera en voladizo tiene 1,80 m. de longitud y 
una secci6n cuadrada de 30 X 30 cm. Sobre su extremo libre cae 
un peso W = 50 kg. desde una altura h = 30 cm. Determinar la flecha 
maxima teniendo en cuenta la perdida de energia debida a la masa 
de la viga. 

Solution: Despreciando 8 ft frente a h, la ecuacion analoga a la (190) da 



para ql — 120 kg., 



V 



Sstv _ _ 

3 i . ff* ' 

140 W 



8 = I /»., — — 0,68 cm. 

1 ' 33 x 120 



1 + 



140 X 50 



6. Una viga apoyada en sus extremos sufi'e una perousion en su 

centro por la accion de un peso W que cae desde una altura h. Despre* 
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ciando S jt frente a h, encontrar el valor de la relacion |/= tal que el 

W 

efecto de la masa de la viga reduzca la flecha dinamica en un 10 por 100. 
Respuesta : 

% = 0,483. 

68. La expresion general de la energia de deformaci6n.— Al 

examinar los problemas de tension, compresion, torsion y fle-i 
xi6n se ha visto que la energia de deformacion puede represen- 
tarse en todos los casos por una funcion de segundo grado en 
las fuerzas exteriores (ecuaciones 168, 177 y 184), o por una 
funcion de segundo grado en los desplaza- „ 
mientos (ecuaciones 169, 178 y 185). La ex- \* P t 

presion general de la energia de deformacion f 
de un cuerpo elastico tiene tambien esta P, I \ 
forma siempre que se verifiquen las siguien- "V b hfa 
tes condiciones: que el material siga la ley V 4 
de Hooke, y que las condiciones del pro- 'mRhv 
blema sean tales que los pequefios corri- f io . 352 

mientos debidos a la deformacion no afec- 
ten a la accion de las fuerzas exteriores y sean despreciables 
para el calculo de las fatigas 1. Con estas condiciones los despla- 
zamientos de un sistema elastico son funciones lineales de las 
cargas exteriores, y si estas cargas aumentan en una cierta rela- 
cion, todos los desplazamientos aumentan en la misma propor- 
cion. Consideremos un cuerpo sometido a la accion de las fuer- 
zas exteriores P v P 2 y P 3 ... (fig. 252), y apoyado de tal modo 
que le sea rmposible todo movimiento como cuerpo rigido. Sean 
Si, S a , S 3 ... los corrimientos elasticos de los puntos de aplica- 
ci6n de las fuerzas, medido cada uno en la direccion de la fuerza 
correspondiente \ Si las fuerzas externas aumentan gradual- 
mente de modo que esten siempre en equilibrio con las fuerzas 
elasticas internas, el trabajo por eUas realizado durante la de- 



1 Diversos problemas, tales como la flexion de barras nor fuer 
aTas Z 3 T™ 1 ™ Un i da a ex * ensi ™ o compresion axial no satisfacen 

^dSST 7T tenores - Coa referenc ' a a estos casos de «*55SC 

«. lol f L ° S corrimient °s de los puntos en direcciones perpendicular 
a las fuerzas correspondientes no se tienen en cuenta ene^estuZ que 



i. 
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formaci6n sera igual a la eneigia de deformation almacenada 
por el cuerpo deformado. El valor de esta energi'a no depende 
del orden en que se apliquen las fuerzas, sino solamente de sus ? 
valores finales. Supongamos que todas las fuerzas externas P 
P„ Pa aumentan simuMneamente en la misma relation; en 
este caso la relation entre cada fuerza y su corrimiento corres- 
pondiente puede representarse por un diagrama analogo al d© " 
la figura 241, y el trabajo suministrado por todas las fuerzas 
P\> P& Pa •••» igual a la energfa de deformacion almacenada en 
el cuerpo, sera 



(191) 



es decir, la energfa total de deformacion es igual a la mitad de 
la suma de los productos de cada fuerza exterior por el oorri- ; 
miento correspondiente 1 . En las hipotesis hechas anteriormen- " 
te, los desplazamientos S 1; 8 2 , S 3 son funciones lineales de las 
fuerzas P v P 2 , P 3 ... La sustitucion de estas funciones en la ?' 
ecuacion (191) da una expresion general de la energfa de defor-f 
maci6n, en forma de funcion homogenea de segundo grado, en = 
las fuerzas exteriores. Si las fuerzas se representan oomo fun- 
ciones lineales de los corrimientos, y estas funciones se sustitu- 
yen en la ecuacion (191), obtendremos una expresion para la? 
energfa de deformaci6n, en forma de funci6n homogenea de se- 1 
gundo grado, en los corrimientos. ,t 

En lo expuesto anteriormente no se han considerado las ; 
reacciones en los apoyos. El trabajo suministrado por estas re- 
acciones durante la deformacion es igual a cero, puesto que el '; 
desplazamiento de un apoyo fijo, tal como A (fig. 252), es nulo, 
y el corrimiento de un apoyo movil, tal como B, es perpendicu- 
lar a la reaction, despreciando el rozamiento en el apoyo. Por! 
consiguiente, las reacciones no figuran en la expresion de 1a£ 
energia potencial (191). j 

Consideremos la energfa almacenada en un elemento cfibioo' 
sometido a extension, uniforme en tres direcciones perpendicu^ 



1 Esta concIui 5i6n fu6 obtenida por primera vez por Clapeyro :f 
Vease Lame, Lefons sur la thdorie malhdmatique de Vilasticite 2.» ed 
pagina 79, 1866. 
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lares (fig. 50). Si la arista del cubo es la unidad de longitud, las 
fuerzas extensoras en sus caras, numericamente, seran a a , a , 
y los alargamientos correspondientes z x , z y , s 2 . Por consiguiente, 
la energfa de deformacion almacenada en un centfmetro cubico, 
— ecuacion (191) — , sera 

w = 1£* 4- °j£m _|_ ?£f? . 
2 2 2 

Sustituyendo, en vez de los alargamientos, los valores dados 
por (43) \ 

W = 2E (al + al + a * ] ~~E (V ' + a " G * + a ' ax) ■ (192) 
Esta expresion se aplica tambien en el caso de que algunas 
de las fatigas normales sean compresiones; basta para ello atri- 
buirles signo negativo. 

Si en uni6n de las fatigas normales hay fatigas cortantes 
ligadas a las caras del elemento, debe sumarse la energfa cor- 
tante correspondiente (vease pag. 292), y empleando la ecua- 
cion (179) se tendra como expresion total de la energfa alma- 
cenada en un centfmetro cubico 

W = 2E {a% + + ^ ~E (<V ' + °» a * + vJ 

+ —(4, + + (193) 

Como segundo ejemplo consideraremos una viga apoyada en 
los extremos, cargada en el centro con una fuerza P y flexada 
por un par M, aplicado en el extremo A. La flecha en el centro, 
ecuaciones (90) y (105), sera 

„ PP , MP 

b = . ( a ) 

48EI 16 EI W 

El giro en el extremo A — ecuaciones (88) y (104) — es 

A PI 2 , Ml 

0 = -\ . (f,\ 

WEI 3 EI K> 



1 Los cambios de tempera tura debidos a la deformacion no se 
consideran de importancia practica. Para una discusion mas detallada, 
vease el libro de T. Weyraueh Theorie elastischer Korper, pag. 163, Leip- 
zig, 1884. Vease tambien Z. f. Architektur und Ingenieurwesen, vol 54 
paginas 91 y 277, 1908. 
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Por consiguiente, la energia de deformacion de la viga, igual ; 
al trabajo suministrado por la fuerza P y el par M, sera 

TT PS MQ 1 lPH s , MH , MPl\ 

U = = — . (c) 

2 2 EI\ 96 6 16 / 

Esta expresion es una funcion homogenea de segundo grado 
en la fuerza y par exteriores. Resolviendo las ecuaciones (<*)■ | 
y (6) en M y P, y sustituyendo sus valores en la ecuacion (c), se 
obtendra la expresion de la energia de deformacion, en forma 
de funcion homogenea de segundo grado en los corrimientos. \ 
Se habra observado que cuando sobre el cuerpo actuan pares ' 
los corrimientos correspondientes son los giros de los elementos > 
de superficie sobre los que dichos pares actuan. 

69. El teorema de Castigliano.— Puede establecerse, dedu- ' 
cido de la expresion de la energia de deformacion en los diver- ;< 
sos easos, un metodo muy sencillo para el caleulo de los corri- | 
mientos de los puntos de un cuerpo elastico durante la deforma- | 
ci6n. Por ejemplo, en el caso de extension simple (fig. 1), la. ? 
energia de deformacion viene dada por la ecuacion (168), I 



2AE y 



tomando la derivada de esta expresion respecto a P, se obtiene - 

dU = Pl_ = | 
dP A E ' j 

es decir, la derivada de la energia de deformacion,' con relacion a * 
la carga, da el desplazamiento correspondiente a la carga, o sea ( 
lo que el punto de aplicacion de la carga se desplaza en la direo- .- 
cion de la carga. En el caso de un voladizo cargado en el extre- 
mo libre, la energia de deformacion es (ecuacion c, pagina 290) i 

P2/3 

r - . s 

6EI k 

La derivada de esta expresion, con relacion a la carga P, da-)' 

PI 3 "'■ 
la flecha en el extremo libre ~-f=-f 4 

3 EI i 
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En la torsi6n de un arbol circular la energia de deformacion 
es (ecuaci6n 182) 

w 

2GI,' 

La derivada de esta expresion con relaci6n al momento tor- 
sor da 

dU _M ± l _ 
dM t GI p ~~ 9 ' 

donde 9 es el angulo de torsion de eje y represent* el corrimien- 
to correspondiente al momento torsor. 

Cuando actuan yarias cargas sobre un cuerpo elastico puede 
utilizarse el mismo procedimiento para el caleulo de los corri- 
mientos; por ejemplo, la expresion (c) del parrafo anterior da la 
energia de deformaci6n de una viga fiexada por una carga P 
concentrada en su centre, y por un par M en el extremo. La 
derivada parcial de esta expresion, con relacion a P, da la flecha 
en el punto de accidn de la carga, y la derivada parcial, res- 
pecto a M, da el angulo de rotation del extremo de la viga en 
que actua el par M. 

EI teorema de Castigliano es una generalization de estos re- 
sultados i. Si el material del sistema sigue la ley de Hooke y 
las condiciones son tales que los pequefios desplazamientos de- 
bidos a la deformacion pueden despreciarse al analizar el modo 
de obrar las fuerzas, la energia de deformacion de un sistema 
puede expresarse por una funcion homogenea de segundo grado 
de las fuerzas exteriores (vease articulo 68), y su derivada par- 
cial, con relacion a una fuerza cualquiera, da el desplazamiento 
correspondiente a dicha fuerza (vease articulo 72 para casos de 
excepcion). Los terminos fuerza y corrimiento tienen en este 
caso un significado mas amplio que el corriente, incluyendo los 
de par y corrimiento angular, respectivamente. Consideremos un 
caso general (fig. 252). Supongamos que la energia de deforma- 



equiUb^ZiisS^ti ^JWT° , Nuova teoria intorno *** 
187/51 f elastic* (Am della Academia delle scienze Torino 

v*£k .VaS^SIS^^^ ** traba j° de CastiglTano,* 
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ci6n esta expresada como funcion de las fuerzas P v P 2 , P 3 ..., es 
decir, que 

U = f(P v P & ,P 3 , -..) (o) 
Si se da un pequeno aumento dP n a cualquier fuerza exterior 
P n , la energia de deformation tomara un nuevo valor, que sera 

Pero el valor de la energia de deformaci6n no depende del 
orden por el que las cargas se apliquen al cuerpo y solamente 
depende de sus valores finales. Puede suponerse, por consiguien- 
te, que la carga infinitesimal dP n se aplica primeramente, y des- 
pues las cargas P lt P 2 , P 3 ... El valor final de la energia de 
deformaci6n sera el mismo que da la ecuaci6n (6). La carga 
dP n , aplicada primeramente, produce un desplazamiento infini- 
tesimal, y el trabajo suministrado es una cantidad de segundo s i 
orden que puede despreciarse. Aplicando ahora las cargas P v 
P 2 , P z se observara que sus efectos no se modifican por la 
aplicaci6n previa de la carga dP„ 1 , y que el trabajo suminis- 
trado por dichas cargas sera el mismo valor U, ecuacion (a) an- 
terior. Pero durante la aplicaci6n de estas fuerzas la carga dP n ; 
se habra desplazado S n en la direcci6n de P n y ha realizado un , 
trabajo (dP n )8„. Las dos expresiones del trabajo deben ser igua- 
les; por consiguiente, 



- 



-$ U + ~(dP n ) = U + (dP u )8 n , 



8»==-^- (194)3 
Fig. 253 " I 

Como una aplicacion del teorema con- i 
sideraremos una mensula cargada con una fuerza P, y un par j 
M a en el extremo (fig. 253). El momento flector en la section 
mn es M — — Px — M a , y la energia de deformation — ecua- | 
ci6n (184) — sera 

Jo 2 EI 



1 Esto se deduce de las condiciones estableoidas en la pagina 800, 
en virtud de laa que la energia de deformaci6n se obtuvo en forma de: 1 
funci6n homogenea de segundo grado. 4 
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Para obtener la flecha § en el extremo de la mensula se to- 
mara la denvada parcial de U, respecto a P, lo que da 

*P EI J 0 M dP dX - 
Sustituyendo el valor de M en funcion de P y M a , se obtiene 



(Px + Ma) xdx = 



PP 



3EI 2EI 

Esta misma expresion puede obtenerse utilizando cualquier 
m6todo de los ya explicados. tal como el de la viga conjugada. 



— X — — 


/ 








X 




1 -l-x 





Fig. 254 



e= 



pp 
2e: 



El' 



Para obtener el giro en el extremo calcularemos la derivada 
parcial de la energia de deformacion respecto al par M Por 
consiguiente, v 

dU _ 1 f „ *M , in 
>M a -TiJ 0 m JmJ* = m) 9 < P * + ^ = 

la fl^ 8 i gn ° r dtiV °, ? 6 hem ° S ° btenid0 * y 6 que 
la flecha y el giro del extremo tienen la misma direction que 
senalan la fuerza y el par de la figura 263. 9 

Debe notarse que la derivada partial indica el m6dulo 
de crecimiento del momento M con relation a la carga P v 
pnede matenalizarse por el diagrama del momento flector 'co 
rrespondiente a una carga unidad -v^ase fig. 254 (a)-. La de- 
rivada partial ^ se ma terializa en forma analoga por el dia- 
1»»i8tb»cu »a m mim — T. I 
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grama del momento flector en la figura 254 (b). Empleando las 
notaciones 



SM 

dP 



-— = M' 



y -77- 



pueden escribirse los resultados obtenidos en la forma siguiente: 

S = — T* MM'dx; 6 = — f l MM'Jz. (195) 
EI Jo EI Jo 

Estas ecuaciones, obtenidas para el caso particular de la 
figura 253, son validas para el caso general de una viga con 
cualquier clase- de carga y sustentada de cualquier forma. 
Tambi^n pueden emplearse en el caso de carga distribuida. 

Consideremos, por ejemplo, el caso de una viga simplemente 
apoyada y cargada uniformemente (fig. 255) y calculemos la 




ft: 


— 'A 




« 

r 


\ (e) 



Fig. 255 



tor al incremento de P, es decir, la 



oM 

cP' 



flecha en el centro de esta viga mediante el teorema de Casti- 
gliano. En los casos anteriores actuaban las fuerzas y momentos 
concentrados y las derivadas parciales respecto a ellos daban los 
corrimientos y giros. En el caso de una carga uniforme no exis- 
te ninguna fuerza vertical ooncentrada en el centro de la viga 
y no podemos resolver el problema del modo expuesto anterior- 
mente. La dificultad se obvia facilmente suponiendo que en el 
centro de la viga obra una carga ficticia P de valor infmitesimal. 
Una fuerza tal no modifica, evidentemente, ni la flecha ni el 
diagrama del momento flector representado en la figura 255 (b). 
Al mismo tiempo, la relacion del incremento del momento fleo- 



viene materializada ; 
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por la figura 255 (c) y (d). Con estos valores de My— el 

J dP 

valor de la flecha es 
dU 



"Jo 

Observando que tanto M como 



8 = — = — / M dx, 

dP EJJ 0 dP 



to 

— ■ X — 


4 







(t) 

Fig. 256 



JL ILL. 
2 /2 384 EI, 



5 gZ 1 



■jp son simetncos con relaci6n al 
centro del vano, se obtiene 

EI Jo aP EI J 0 \ 2 

Si se quiere calcular el giro en el extremo B de la viga re- 
presentada en la figura 255 (a) mediante el teorema de Casti- 
gliano, basta suponer infinitamente pequeno el par M b aplica- 
do en B. Un par de este valor no modifica el diagrama del mo- 
mento flector —fig. 255 (b)—. La 

derivada parcial se ve en la 
<*M b 

figura 256 (a) y (6). El giro pedi- 
do correspondiente al extremo B 
de la viga sera 




M — dx 



qU 1 f 

m b ei Jo 

1 C l Iqlx qx 2 \ x , 

m.l (T-Tli* 



24 El, 



Se ve que los resultados obte- 
nidos mediante el teorema de Cas- 
tigliano coinciden con los obteni- 
dos anteriormente (pag. 133). 
El teorema de Castigliano es de gran utilidad para ol calcu- 
lo de deformaciones en los entramados. Sea, por ejemplo, el sis- 
tema de la figura 257. Cada barra tiene un numero y aus lon>d- 
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tudes y areas de las secciones rectas figuran en la tabla corres- 
pondiente. La tension S t producida en cualquier barra i del sis- 
tema por las cargas P lt P 2 , P 3 , se calcula facilmente por las 
ecuaciones de la estatica para el equilibrio de los nudos. Dichas 
fuerzas S t figuran en la cuarta columna de la tabla indicada. 



1 
1 


o 

M 


o 


4 


5 


6 


7 


t 


1 

k 


A 




Si 




Si 




cm. 


cm. 2 


tn. 




~aT 


1 


625 


37,5 


— 13,75 


— 0,625 


143,2 


0 


2 


375 


18,75 


8,25 


0,375 


62 


1 


3 


500 


12,50 


8,00 


0 


0 


0 


4 


375 


18,75 


8,25 


0,375 


62 


1 


5 


625 


12,50 


3,75 


0,625 


117,2 


0 


6 


750 


25 


— 10,50 


— 0,750 


23,6 


0 


7 


625 


12,5 


6,25 


0,625 


195,2 


0 


8 


375 


18,75 


6,75 


0,375 


50,8 


0 


9 


500 


12,50 


4,00 


0 


0 


0 


10 


625 


37,50 


— 11,25 


— 0,625 


117,2 


0 


11 


375 


18,75 


6,75 


0,375 


50,8 


0 



i = l ""■» 



La energfa de deformaci6n de cualquier barra i —ecuacion 

< 168 >- e8 2fr 

La energia de deformacion total del sistema sera 

i = m 02/ 

U -S,^r (I96) 

donde la sumaci6n se extendera a todas las barras del sistema.; 
En nuestro caso, to = 11. Las fuerzas S t son funciones de las 
cargas P, y la flecha S„ en el punto de aplicacion de una carga 
cualquiera P„ sera (ecuaci6n 194) 
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La denvada — es la relacion de aumento de la fuerza S { 

con el aumento de carga P„. Su valor numenco es igual a la ten- 
sion producida en la barra i por una carga unidad aplicada en 
el lugar de P n y esta propiedad sera la que utilizaremos para 
calcular dicha derivada. Las derivadas de ahora en adelante 
las representaremos por S[. La ecuacion para el calculo de las 
flechas sera, pues, 

i—m a q'j 

* n =R-rw' (198) 



Consideremos, por ejemplo, la flecha S 2 correspondionte a P t 
en A —fig. 257 (a)—. Los valores S' t recopilados en la quinta co- 
lumna se obtendran por las ecuaciones de equilibrio del entra- 
mado para las condiciones de carga de la figura 257 (6), en la que 
se ha prescindido de las cargas reales y se ha colocado una carga 
unica de valor una tonelada en la articulaci6n A y en la direcci6n 
de P 2 , o sea verticalmente. Calculados los valores de la colum- 
na sexta, utilizando los datos de las columnas segunda a quinta, 
la suma de estos resultados dividida por el m6dulo E = 2 X 10' 
toneladas por cm. 2 da la flecha en A (ecuacion 198), 

* 822 

= 0,411 cm. 



2 X 10 s 



Lo expuesto anteriormente se refiere a la determinaci6n de 
corrimientos en los puntos de acci6n de las cargas exteriorea y 
en el sentido de actuacion de dichas cargas. 

En el estudio de la deformacion de un sistema elastico pue- 
de ser necesario calcular el corrimiento de un punto en el que 
no exista carga o el corrimiento de un punto en un sentido que 
no sea la direccion de la carga actuante. El metodo de Casti- 
gliano puede usarse tambien en este caso. Aplicaremos en el 
punto una carga imaginaria adicional Q en la direccion del co- 
rrimiento buscado y calcularemos la derivada ~. En esta de- 

dQ 

rivada se hace cero la carga Q y se obtiene el corrimiento de- 
seado. Vamos a calcular, por ejemplo, en el entramado de la 
figura 257 (a) el corrimiento horizontal del punto A. Aplicare- 
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mos una fuerza horizontal Q en ese punto y el corrimiento ho- 
rizontal correspondiente sera 



id) 



A t E SQ 

donde la sumacion se extiende a todas las barras del entramado. 
Las fuerzas ^ en la ecuaci6n (d) tienen el mismo significado 
que antes, puesto que la carga adicional Q es cero y las deri- 

vadas -jq «= 8* se obtienen como tensiones en las barras del 

entramado para el estado de carga de la figura 257 (c). Sus va- 
lores figuran en la columna septima de la tabla ya eitada. Susti- 
tuyendo estos valores en la ecuaci6n (d), encontramos que el 
desplazamiento horizontal de A es igual a la suma de los alar- 
gamientos de las barras 2 y 4, 6 sea 



E\A< 



3- 



18,75 X 2 X 10 3 



(8,25 -f 8,25) = 0,165 cm. 



Al analizar la deformacidn de entramados ea necesario al- 
gunas veces conocer el cambio de distancia que acontece entre 
dos puntos del sistema. Este problema puede re- 
sol verse tambien por el metodo de Castigliano. 
Vamos a determinar, por ejemplo, la disminu- 
cion 8 de la distancia entre los puntos A y B 
de la figura 258 (a), producida por las cargas P^, 
P 2 , P 3 . Unamos a ellas dos cargas imaginarias Q 
aplicadas tal como se indica en la figura con 
hneas de puntos. Del teorema de Castigliano se 

deduce que la derivada parcial da 

este caso la suma de los desplazamientos de A y 
Fig. 258 -B en la direcci6n AB, producidos por las car- 
gas P v P 2 , P 3 . Utilizando la ecuacion (194), 
dicho desplazamiento sera 1 




en 



Sjh dS, 



« — y ct' 



(199) 



1 Este problema fue resuelto por J. C. Maxvell ( On the Calcula- 
tion of the Equilibrium and Stiffness of Frames, Phil. Mag. (4), vol. 27, 
pagina 294, 18G4; Scientific Papers, vol. 1, pag. 598, Cambridge, 1890. 
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donde S { son las fuerzas producidas en las barras por el sistema 
real de cargas P lt P 2 , P s ; las cantidades 81 son las fuerzas produ- 
cirL« en las barras para el sistema de cargas de la figura 258 (6), 
donde se ha prescindido de todas las cargas reales y se han apli- 
cado en A y B dos fuerzas unitarias iguales y opuestas; m es el 
mimero de barras. 

Problemas 

1. Determinar mediante el teorema de Castigliano la flecha y el 
giro en el extremo do una m&isula eargada uniformemente. 

2. Determinar la flecha en 



P 
J a 



Fig. 259 



el extremo B del voladizo de la 
viga de la figura 259. 

3. Un sistema esta formado 
por dos barras prismaticas de 
igual section y longitud (fig. 260). 
Sobre el actua la carga P. Determinar el desplazamiento vertical de 
la articulation A. 

Solucion: La fuerza de extensi6n en la barra AB y la de compre- 
sion de la AO son iguales a P. Por oonsiguiente, la energia de defor- 
macion del sistema es 



U = 2 



PH 
2 AE ' 



El corrimiento vertical de A sera 

8 = <W _ 2PI 
dP AE ' 



4. 



del 



Determinar el corrimiento horizontal de la articulacidn A del 
problema anterior. 

Solucion: Apliquemos una fuerza im&ginaria 
horizontal Q tal como se indica en la figura 260 

*"n °° n linea P 1111 * 013 - energia potential del 

" sistema es 




Fig. 260 



V = 



2AE + " 



2 AE 



La derivada de esta expresion respecto a Q para Q = 0 da para el 
desplazamiento horizontal el valor 

5. Determhmr el desplazamiento angular de la barra AB pro- 
ducida por la carga P en la figura. 261, 
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Soluci&n: Se aplica al sistema un par imaginario tal como se indi- 
ca en la figura con linea de trazos. El despiazamiento angular corres- 




TT 



Fig. 262 



pondiente a este par es el despiazamiento angular 9 de la barra AB 
debido a la oarga P. Las fuerzas S it en este caso, son: 



1 M 

P H = — en la barra A B 

La energia de deformacidn es 



D 2 M , , 
■ P ■= — en la barra AG. 

i/3 I 



de donde 



A.0 ' 



6. iQue despiazamiento horizontal produce en el apoyo B del 
portico de la figura 262 la fuerza horizontal HI 

Bespuesta: 

. 2 Hh' HK'l 

7. Determinar el despiazamiento vertical del punto A y el horizontal 
del punto C en el entramado de acero de la figura 263, si P = 1.000 kg. 



T 








'•8m 








A 


c 






P V/// 















Fig. 263 



Fig. 264 



el Area de la seccion recta de las piezas eomprimidas es 31,25 cm. 3 y la 
de las otras barras 12,5 cm. 2 . 
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8. Determinar el aumento de la distancia AB producida por las 
fuerzas (fig. 264) si las barras AO y BO tienen las mismas dimensio- 
nes; solamente se tiene en cuenta la energia de deformaci6n por fie- 
xion y se supone a lo suficientemente grande para que el efecto de la 
flecha en el valor del momento flee- 
ter pueda despreciarse. 

Bespuesta: 

s _ 2 H sen'a p 
~ 3 EI ' 

9. Determinar la flecha a la dis- 
tancia a del extremo izquierdo de 
la viga uniformemente cargada re- 
presentada en la figura 255 (a). 

Solution: Aplicando una carga P infinitomente pequefia a la dis- 

tancia a del extremo izquierdo, la derivada ~ esta materializada en 

la figura 265 (a) y (6). Utilizando para M el diagrama parabdlico de la 
figura 255 (6) la flecha buscada es 











6 -| 




" 6 A 





(tj 



Fig. 265 



M —dx ■ 
oP 



-T 



} 6V J_ ft 
°° cP~ EI Jo 

EIJb\2 2) I 



dx 



1 f'fqlx qx*\xb . 
EI Jo \T 2jT dx 
gab 



24 EI 



(a* + b i + Zab). 



Escribiendo x en vez de a y l—x en lugar de 6, se obtiene la expre- 
si6n de la elastica de acuerdo con los resultados dados en la pagina 133 

70. Aplieacion del teorema de Castigliano a la resolucidn 
de problemas estatieamente indeterminados.— El teorema de 
Castigliano se utiliza frecuentemente en la resolution de pro- 
blemas estatieamente indeterminados. Estudiaremos primera- 
mente aquellos problemas en los que las cantidades hiperesta- 
ticas forman parte de las ligaduras, es decir, son elementos del 
sistema de reaction en los apoyos. Sean X, Y, Z ... las fuerzas 
de reacci6n estatieamente indeterminadas. La energia de de- 
formation del sistema sera una funci6n de estas fuerzas. Para 
apoyos fijos o apoyos cuyo movimiento sea perpendicular a la 
direction de las reacciones, las derivadas parciales de la energia 
de deformation respecto a las fuerzas desconocidas deberan ser 
nulas, de acuerdo con el teorema de Castigliano. Por consi- 
guiente, 

dU n <>U n dU 

°; ■ — = 0; -- = 0: ••• (200) 



3J 



dZ 
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De este modo se tienen tantas ecuaciones como reacoionea 
hiperestaticas. 

Se observara que las ecuaciones (200) representan las condi- 
ciones de minirno de la funcion U, lo que nos dice que las fuerzas 
de reaccion hiperestaticas toman los valores necesarios para que 
sea minima la energia de deformacion del sistema. Esta propie- 
j X dad constituye el principio del trabajo 

_ minirno tal como se aplica a la determi- 

l llllll l llllll l lll l llll^llr nacion de ligaduras hiperestaticas K 

Como ejemplo de aplioacion de este 
Fig. 266 principio, consideraremos una viga em- 

potrada por un extremo y apoyada por 
el otro, sometida a la acci6n de una carga uniformemente repar- 
tida (fig. 266). Este problema tiene una ligadura hiperestatica. 
Tomando la reaccion en el apoyo derecho X como ligadura hi- 
perestatica, se encontrara su valor por la condicion 

dU n 



La energia de deformacion de la viga, ecuacion (187), es 

MHz 
2 EI 



en donde 



TT C l MHx 



M^Xx-** 



2 

Sustituyendo en (a), se obtiene 

dU 1 f'-dM, 1 n I qx*\ 

- 1 lx P 1 l \ n 



de donde 



X = Iql. 



El principio del trabajo minimo fue establecido / primeramente 
por h . Menabrea, en su artioulo Noveau principe sur la. distribution de» 
tensions dans les syst&mes ilastiques, Paris, C. R., vol 46 pag 1056 
1858. Vease tambien C. R., vol. 98, pag. 714, 1884. La demostra- 
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En lugar de la reaccion X, pudo haberse tornado como liga- 
dura hiperestatica el par M a en el empotramiento del extremo 
lzquierdo de la viga. En ese caso habriamos expresado la ener- 
gia de deformacion en funcion de M a . La ecuacion (6) es vilida. 
El momento flector para cualquier seccion es 

\2 I I 2 
Co ao la seccion de empotramiento no gira cuando la, viga se 
flexa, la derivada de la energia de defornaci6n respecto a M a de- 
bera ser cero. Expresando analiticamente esta condicion, se tiene 

dM a ElJ 0 dMa dx ElJ 0 [\2~T) X ~Yll dX 

EI\24 3 I ' 
de donde el valor absoluto del momento es 

. 8 ' 

Los problemas en que se consideren como oantidades hiper- 
estasticas las tensiones que correspondan a las barras sobrantes 
de un sistema tambien pueden resolverse aplicando el teorema 
de Castigliano. 

Sea, por ejemplo, el sistema representado en la figura 15 
exammado anteriormente (vease pag. 19). Considerando la fuer- 
za X en la barra v^tical OC como cantidad hiperestatica, las 
iuerzas en las barras inclinadas OB y OB son 

P— X 
2 cos a 

Reprege ntando por U l la energia de deformacion de las ba- 



oion complete del principio fue dada por Castigliano nuien hizo Hp e«t P 

Ec P os° la m a nHo° funda ™- tal de ^re^nZl\T^Z^. 
estaticos. La aplioacion en la ingenieria de los metodos de la enor^iT de 

aem uebiete d. techmschen Mechanik), por H. Miiller-Breslau en sn 
l £™ D *™™r™ Methoden der Festigkeitslehie y T Bnglsser Uber 

Sa en '«1 orniX ^ ^na bibhografia muy complete de este asunto 
IS 1^2 II, p2g 41^. *■ Math. Wiss., vc 
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rras inclinadas —tig. 267 (a)— y por U t la energfa de deforma- 
tion de la barra vertical — fig. 267 (by — , la energia de defor- 
mation total del sistema es 1 

\2 cos a/ 



-4^ cos a 2^45 
Si 8 es el desplazamiento real hacia abajo del nudo 0 de la 
figura 15, la derivada con relation a I de la energia U, del sis- 
tema de la figura 267 (a) sera igual a — 8, puesto que la fuerza X 

del sistema tiene direction opuesta a 
la del desplazamiento 8. Al mismo 

tiempo, la derivada ^? valdra 8; por 

consiguiente, 

SU 
SX 




c 



dX dX 



(d) 



Se ve que el verdadero valor de la 
fuerza X en la barra sobrante es el que 
hace minima la energia de deformacidn total del sistema. Ponieu- . 
do, en vez de U, su valor (c), en la ecuaoi6n (d) se obtiene 



(P—X) I 



de donde 



2 cos 2 a A E cos a 
P 



*Uo. 
AE 



X = 



: 

■ j 

i 



1 + 2 cos 8 a -1 

■J 

Un razonamiento analogo se aplica al oaso de sistemas esta- j 
ticamente indeterminados con una barra sobrante. Para fijar ■ 
las ideas, consideremos la estructura de la figura 268 (a). Las ' 
reacciones pueden determinarse por las ecuaciones de la esta- 
tica, es decir, el sistema esta isostaticamente apoyado; pero al % 
ir a determinar las tensiones en las barras, vemos que existe una ; 
barra sobrante. Supongamos que esta barra sobrante sea la CD. ;| 
Quitaremos dicha barra, y en sus extremos G y D aplicaremos | 
dos fuerzas X iguales a la tension que le corresponderfa y, por * 
consiguiente, opuestas entre si. Tenemos ahora un sistema es- ; 

1 supone que todas las barras tienen eJ mismo m6dulo de elas-a 
tioidad E y la misma seccion A. \ 
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taticamente determinado sometido a la action de la fuerza co- 
nocida P y de las dos desconocidas X. Las tensiones correspon- 
dientes a las barras de este sistema se podran hallar caloulando: 
primero, las que produce la carga real P y que representaremos 
por Sj, siendo i el niimero de orden de la barra; segundo, Ian 
que se originan en dichas barras cuando se prescinde de la car- 





e *x o 


T 






a 




3 


1 








4— ■* \ 


8 




C l I 




ga exterior P y se pone en lugar de las fuerzas X dos fuerzas 
umdad —fig. 268 (c)— . Estas ultimas tensiones o fuerzas mte- 
riores las representaremos por S t . La fuerza interna correspon- 
diente a cada barra, cuando actiian simultaneamente la fuer- 
za P y las fuerzas X, seran 

8 t -S! + 8{X. (e) 

La energia de deformation total del sistema (ecuacion 196), 
sera 

u = % m A = % m (s?+s:x)% 

txlAJE tx 2A,E ' (/) 
La ecuacion se extiende a todas las barras del sistema, inclu- 
so a la CD, de que habiamos prescindido K Se aplica ahora el 
teorema de Castigliano y la derivada de U respecto a X da el 
desplazamiento de los extremos F y F v el uno hacia el otro. 
En el caso actual, la barra es continua y eB te desplazamiento es 
cero. Por consiguiente, 

dU 

dX = °' <*> 
es decir, la fuerza X en la barra sobrante es tal que hace minima 
la energia de deformacion del sistema. 



Para usu* barra, 6'J = 0 y 6'J = i. 
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Mediante las ecuaciones (/) y (g), tendremos 



d_ (Sl+SlXTk = «-» (So + SIX) l t Sj = 0 



de donde 



X = — 



(201) 



Este procedimiento es tambien aplicable a un sistema en el 
que existan varias barras sobrantes. 

El principio del trabajo minimo puede aplicarse tambien en 
el caso de que las cantidades hiperestaticas sean pares. Conside- 



l!!llllllllilllllll|!|IH!ll> 


4 


iiiiiiiiiiiiiiiii 


'U- 1 — : 







(a) 



A 



44 Wr— 



C 

'(W 



Fig. 269 



remos, por ejemplo, una viga sobre tres apoyos uniformemente 
cargada (fig. 269). Si se toma como ligadura biperestatica el mo- 
menta en el apoyo central y se corta la viga por el apoyo B, se 
obtendran dos vigas apoyadas — fig. 269 (6) — cargadas con los 
pares desconocidos M b , ademas de con la carga uniforme cono- 
cida de valor q. Al no existir rotation del extremo B' respecto al 
extremo B", debido a que en nuestro caso — fig. 269 (a) — la elas- 
tica es una curva continua, 



dU 
dM b 



- 0. 



(202). 



Expresi6n que indica que tambien en este caso el valor que 
corresponde a la cantidad biperestatica hace minima la energla 
de deformation del sistema. 



Problemas 

1. La carga vertical P esta sostenida por una barra vertical DB de, 
longitud I y seccion A y por dos barras igualmente inclinadas de Ion-.- 
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gitud I y seccion A x (fig. 270). Determine las tensiones en las barras y 
la relacion -J para la que dichas tensiones son numericamente iguaies. 



0 




Fig. 270 



~l4 



77b 



V7m 
A 

Fig. 271 



SolvMn: JSJ sistema es hiperestatico. Sea X la fuerza de extension 
de la barra^vertical. Las fuerzas de compresi6n en las barras inclina- 
das seran (P ~ X) y la energia de deformaci6n del sistema es 



A/2 



rj- XH , (P-X)*l 
1AE^~ 2A 1 E~' 



El principio del trabajo minimo da: 

dU_Xl (P- X)l 
dX ~I2~ 

de donde 



AyE 



= 0, 



A' = 



I' 



1 + : 



Sustituyendo en la ecuaci6n 



X) 



se obtiene 

4j= \/2 A. 

2. Determinar la reaccon horizontal X en el sistema repress- 
tado en la figura 271. 

SducMn: La fuerza desconocida X intervendra solamente en la 
parte de energia potencial de flexion que corresponde al trozo AB de 
la barra Para este trozo, M = Pa - Xx, y la ecuaci6n del trabajo 
minimo da: 1 

HZ = — P Mid x _ 1 P dM in 

dz dxjo wr - m Jo M ax dx = - m J 0 (Pa - Xx)3Cdx 

J_ /XI* Pal*\ n 
~ EL \~3 2~) = 0 > 



de donde 



3 o« 
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Determinar las relaciones 




horizontales X en el sistema de la 
figura 272. Todas las dimensiones 
figuran en la tabla siguiente. 

Solution: Por el principio del' 
trabajo minimo, se tiene 



AtEdX' 



Fio. 272 



las columnas 4. a y 
quiera sera: 



Sea S t ]a tension produeida en 
la barra i por la earga conocida P, 
<S- la tension produeida en la micma 
barra reemplazando las fuerzas X 
por otras irnitarias. Los valores de 
S" y se determinan por las con- 
diciones de la estatica y figuran en 
5.» de la tabla. La tension total en una barra cual- 

s, , - s° t + S' t X. 



I , — i 

i 


h 
em. 


em.* 


3 




S°S{li 
Ai 


A, 


1 


450,75 


31,25 


— 1,803 P 


1,202 


— 51,24 P 


20,8 


2 


395,25 


18,75 


1,581 P 


— 2,108 


— 70,28 P 


93,6 


3 


125,0 


12,50 


1,000 P 


— 1,333 


— 13,32 P 


17,8 


4 


450,75 


31,25 


— 1,803 P 


1,202 


— 31,24 P 


20,8 


6 


395,25 


18,76 


1,581 P 


— 2,108 


— 70,28 P 


93,6 



2 = — 216,36 P; S = 246,6 



Sustituyendo su valor en la ecuaeion anterior, queda 



de donde 



t ~A~E St = °' 



x = if) 

^SiHi 



<-i A 



I-os elementos de estas sumaciones figuran en las columnas 6.» y 
7." de la tabla. Sustituyendo los valores en la ecuacidn (/), se obtiene 

X = 0,877 P. 
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4. Determinar la tension en la barra horizontal sobrante del siste- 
ma de la figura 273, suponiendo que la longitud de esta barra es 750 cm. 
y el area de su seceion recta A 0 . Las 
barras restantes tienen las mismas 
dimensiones que en el problema 3. 

Solution: La tension de lb, barra 
horizontal se calcula por la ecua- 
ei6n (201). Esta ecuaeion es analo- 
ga a la ecuaeion (/) del problema 3, 
poro en el sistema de la figura 273 
existe ademas la barra horizontal. 
La tension produeida en esta ba- 
rra por la fuerza P actuando sola 
(X = 0) es cero, es deeir, S° = 0. 
La tension produeida por las dos 
fuerzas iguales a la unidad —fig. 273 (&)— es S' = 1 
Clonal en el numerador de la ecuaeion (/) es 




El termino adi- 



A, 



= 0. 



El termino adicional del denominador es: 



Ao 4, 



750 
A n ' 



Por consiguiente, empleandq los datos del problema 3, 



216,36 P 



750 
Ao 



+ 246,6 



Tomando, por ejemplo, A 0 = 62,5 cm.*, 
216,36 P 



X 



0,836 P. 



12 + 246,6 — 

D roSeL e % S0,amente 61 4 ' 7 P ° r 100 men ° r 1 ue 61 vaIor obt ^ido en el 
problema 3, para apoyos fijos >. 

Suponiendo A 0 = 6,25 cm. 2 , 

216,36 



X = 



= 0,590 P. 



120 + 246,5 ' 

barJs T* W SiSt6ma hi P erestatico 'as tensiones en las 

banas dependen de sus secciones rectas. 

ra 20 u^^TT ^ ten8i ° neS 611 ,&S barras del siste ™ de la figu- 
ra 20 utihzando el prmcipio del trabajo minimo. ^ 

6. Det erminar las tensiones en las barras del sistema represen- 



1 Tomando A 
apoyos fijos. 

BESISnHfOIA DE MATERIALKS. — T. I 



o - cc se obtiene la misma condicion que para 



81 
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tado en la figura 274, suponiendo que todas las barras son de las mis* 
mas dimensiones y materiales. 

Solucidn: Prescindiendo de una barra, los esfuerzos en las deraas 
pueden determinarse por las condiciones de la estatica; por consiguien- 
te, el sistema tiene una barra hiperestatica solamente, sea esta barra 
la 1 y X la tension correspondiente. Todas las barras que son lados del 
hexagono tendran las mismas tensiones X; las barras 8, 9, 11 y 12 su- 
fren compresiones X y las tensiones en las barras 7 y 
10 valen P — X. 

La energia de deformaci6n del sistema es: 




U : 



2AE 
dU 



2AE 



Estableciendo que ^ = 0, se obtiene 

7. Determinar las tensiones en el sistema de la figura 268, supo- 
niendo que todas las barras tienen la misma seccion recta y tomando 
como hiperestatica la tension en la diagonal AD. 

Solucidn: Sustituyendo los datos dados por la tabla siguiente, en 
la ecuacion (201), se tiene: 

3 + 2^2 



X = 



4 + 2^/2 



p. 



i 


h 


S°i 


-85 






1 


a 


P 


1 


aP 
V* 


a 
2 


2 


a 


P 


i 


_ aP 

y/a 


a 
2 






0 


1 


0 


a 


3 


a 




2 


4 


a 


P 


1 


aP 


a 

2 


5 


ay/2 


-Py/2 


+ 1 


- 2 aP 


ay/2 


6 


ay/2 


0 


+ 1 


0 


ay/2 



2 ■■ 



(3 + 2\/2)aP _ 
y/2 



2 = 2o(l + V 2 )- 
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8. Un cuadro de secci6n tmiforme (fig. 275) se somete a la accion 
de una carga uniformemente repartida de intensidad q. Determinar 
el momento f lector en los angulos. 

Re.spue.sta : 

<.a* + b*)q 



12 (o + b) 



9. Una carga P esta sostenida por dos vigas de igual secci6n que 
ee cruzan en angulo recto (fig. 276). Determinar la pxesion X entre 
las vigas. 

Respuesta: 

PI* 



X = 



I' + 11 



3" 



10. Encontrar el valor de la hiperestatica H en el p6rtico repre- 
sentado en la figura 167, utilizando el principio del trabajo mlnimo. 

.mttttt.m. 



TTTTTTTO 

Fig. 27S 



1 fTiiii 



Fig. 276 



Solucidn: La energia de deformaci6n por flexi6n del p6rtico es 



TJ = 2 f h HWdx, fHM 0 
Jo ~2EI l + Jo 



— Hh)*dz 



2 EI 



(9) 



donde M 0 representa el momento flector para las secciones del dintel 
calculado como viga apoyada en sus extremos. Sustituyendo en la 
ecuaci6n 

dU 



dH 



= 0. 



se encuentra 



2Hh? 
El! J 



+ 



Hh*i h n 

EI = EI Jo 



| M 0 dx. 



(h) 



(k) 



La integral del segundo miembro es el area del diagrama triangular 
de momentos flectores para una viga con carga concentrada P. Por 
consigisiente, 



M 0 dx=^Pc(l- 
0 2 



Sustituyendo en (k), se obtiene para H la expresi6n ya conocida 
(ecuacidn 114, pag. 192). 
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11. Encontrar las ino6gnitas hiperestaticas en las estruoturas re- 
presentadas por las figuras 166, 169 y 171, utilizando el principio de 
trabajo rninimo. 

12. Hallar el momento fleotor en la figura 269, suponiendo l t — 2Z 2 . 

71. El teorema de la reciprocidad de los trabajos.— Comen- 
zaremos considerando la viga simplemente apoyada de la figu- 
ra 277 (a), y calcularemos la flecha en el punto D, cuando la ear- 
ga P actua en C. Esta flecha se obtiene haciendo x = d en la 
ecuacion (86), y sera 

(2/)^ = ^(Z 2 -6 2 -d 2 ). (a) 
6 1 

Se ve que la flecha (a) no varia si se cambia d por by b por d, 
lo que indica que en el caso de la figura 277 (b), la flecha en D l es 

la misma que la flecha en el 
punto D de la figura 277 (a). 
De la figura 277 (b), se ob- 
tiene la figura 277 (c), giran- 
do la viga 180°, lo que ori- 
gina que el punto C 1 coinci- 
da con el punto D, y el pun- 
to D x con el punto 0. Por 
consiguiente, la flecha en C, 
en la figura 277 (c), es igual 
a la flecha en D, en la figu- 
ra 277 (a). Este es un caso 
particular del teorema de la reciprocidad en el trabajo. 

Para establecer el teorema en forma general 1 , considerare- 
mos un cuerpo elastico. Sea el cuerpo representado en la figu- 
ra 278 y supongamos que esta apoyado de tal manera que le sea 
imposible todo movimiento como cuerpo rigido. El primer es- 
tado de fatigas lo ocasiona el sistema de fucrzas exteriores 




1 Un easo particular do este teoroma fue obtenido por J. C. Max- 
well, loc. eit., pag. 310. El teorema se debe a E. Betti, II nuovo cimenlo 
(serie 2), vols. 7 y 8, 1872. En una forma mas genera], el teorema fu6 
dado por lord Rayleigh, London Math. Soc. Proc, vol. 4, 1873, o Scien~ 
tific Papers, vol. 1, pag. 179. Diversas aplicaciones a la soluoi6n de pro- 
blemas de ingenieria han sido hechas por O. Mohr, loc. cit., pagina 316, 
y H. Miiller-Breslau, loc. cit., pag. 315. 
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P\ y Pz- El segundo lo origina el sistema P 3 y P 4 . El corrimien- 
to de los puntos de aplicacion en las direcc'ones de las fuerzas 
son 8 V S 2 , S 3 y 8 V en el primer estado, y 8[, 8' 3 , 8^, en el 
segundo estado. El teorema de la reciprocidad dice: El trabajo 
correspondiente a las fuerzas del primer estado para los corri- 
mientos del segundo estado es igual al trabajo correspondiente 
a las fuerzas del segundo estado para los corrimientos del pri- 
mero. Es decir, 



(203) 



Para demostrar este teorema, consideraremos la energfa de 
deformacion del cuerpo cuando actuan simultaneamente todas 
las fuerzas P x ... P 4 y ha- 
remos uso de la propiedad 
de que el valor de la ener- 
gia de deformacion no de- 
pende del orden en que se 
aplican las fuerzas, sino de 
los valores finales que estas 
fuerzas alcanzan. Suponga- 
mos que primeramente se aplican las cargas P 1 y P 2 y despues 
las fuerzas P 3 y P 4 . La energia de deformacion almacenada du- 
rante la aplicacion de P x y P 2 es 




Fig. 278 



2 2 



(«) 



Aplicando ahora P 3 y P 4 , el trabajo suministrado por estas 
fuerzas es 



Ahora bien, durante la aplicacion de las fuerzas P 3 y P 4 , I os 
puntos de aplicacion de las fuerzas P 1 y P 2 se habran desplaza- 
do 8[ y 8 2 . Por consiguiente, P t y P 2 realizan un trabajo 

PA + p 2 s 2 >. 



(c) 



P r^Jt expresiones no se dividen por 2 porque las fuerzas P, v 
f • Permanecen constantes durante el tiempo en el que sus puntos de 
aplicacion expenmentan los desplazamientos S[ y 8' t V 1 " 1 ™ 11 ae 
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La energi'a de deformation que en total ha almacenado el 
cuerpo se obtendra sumando (a), (6) y (c); es decir, 

Si ahora suponemos que primeramente se carga el cuerpo 
con las fuerzas P 3 y P 4 y despues con las P 1 y P 2 y repetimos el 
razonamiento expuesto, obtendremos 

Escribiendo que (d) y (e) son iguales, se obtiene la ecuacion 
(203). Este teorema puede demostrarse cualquiera que sea el 
numero de fuerzas y tambien para pares o para fuerzas y pares. 
En el caso de un par, el corrimiento que se considera es el an- 
gulo de rotaci6n correspondiente. 

Para el caso particular de que en el primer estado de fatiga 
actue una sola fuerza P 1 y de que en el segundo eatado exista 
unicamente la fuerza P 2 , la ecuaci6n (203) da 1 

P& = P 2 8 a . (204) 

Si Pi = P 2 , se deduce que §[ — S 2 , es decir, el corrimiento 
del punto de aplication de la fuerza P 2 en la direction de la 
fuerza P 2 producido por la fuerza P l es igual al corrimiento del 
punto de aplicaci6n de la fuerza P x en la direction de P v pro- 
ducido por la fuerza P 2 . Una comprobatifin de esta propiedad, 
para un caso particular, se vio para la viga de la figura 277. 

Como otro ejemplo, consideraremos la flexion de una viga 
apoyada. En el primer estado la supondremos flexada por la 
action de una carga concentrada P aplicada en su centro; en el 
segundo estado, actua sobre la viga un par Hector M en su ex- 

PI 2 

tremo. La carga P produce un giro en el extremo 9 = „ r . El 

16 al 

par M aplicado en el extremo produce en el centro una flecha 

Ml* 
16 El' 



1 El primero que probo esta propiedad fue J. C. Maxwell, y fre- 
cueutemente se denomina «teorema de Maxwell*. 
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La ecuacion (204) dice 

P^-=M Pli -. 
16 EI WEI 

El teorema de la reciprocidad de los trabajos se emplea mu- 
cho para estudiar las lfneas de influentia en los sistemas hiper- 
estaticos. Sea, por ejemplo, una viga empotrada por un extremo 
y apoyada por el otro (fig. 279), sometida a la action de una car- 
ga concentrada P. Se trata de encontrar 
c6mo varia la reacci6n X cuando la car- Jfi z jf 
ga P se mueve sobre la viga y, por con- a J^ ' 



siguiente, varia la cantidad x. Conside- , & 
remos el estado real de la viga — figu- 



h 



ra 279 (a) — como primer estado de fa- ^^^l^y 
tigas. El segundo estado (ficticio) sera T~^~ = ^^ / \£* 
el de la figura 279 (b). Se ha prescindido j^q, 2 79 

de la carga exterior y de la cantidad 

hiperestatica X y se ha cargado la viga con una fuerza unitaria 
en la direcci6n de X. Este segundo estado es estaticamente de- 
terminado y la elastica correspondiente (v^ase ecuaci6n 97, pa- 
gina 142) sera la de la figura. 

Si los ejes coordenados se toman como indica la figura 279 (b), 
se tendra 

y = ~V-*) 2 (2i+x). (/) 

Representemos con S la flecha en el extremo y con y la flecha 
a la distancia x del apoyo izquierdo. Aplicando el teorema de re- 
ciprocidad de los trabajos, se tiene: El trabajo de las fuerzas 
del primer estado para los corrimientos del segundo es 

XS — Py. 

El trabajo de las fuerzas del segundo estado para los corri- 
mientos del primero sera nulo, puesto que el punto de aplica- 
ci6n A de la fuerza unitaria tiene corrimiento nulo en el primer 
estado l . Por consiguiente, 

X3 — P</ = 0, 

Las reacciones en el extremo empotrado no se consideran en 
ambos casos a causa de ser nulo el desplazamiento correspondieutu. 
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de donde 

x = p\ to) 

Se ve, pues, que a medida que la carga P cambia de position, 
la reacci6n X es proportional a los valores correspondientes de y 
en la figura 279 (6). Por consiguiente, la elastica del segundo es- 
tado (ecuacion /) representa graficamente el modo de variar X 
con x. Esta curva sera la linea de infiuencia de la reactidn X 1 . 

Si actuan varias cargas simultaneamente, empleando el m6- 
todo de superposition y aplicando la ecuacion (g), se tendra 

X=±XP n y n , 

donde y n es la flecha correspondiente a la carga P n y la suma- 
cion se extiende a todas las cargas. 1 

Problemas 

1. Construir las lineas de infiuencia para las reacciones en los 
apoyos de una viga continua sobre tres apoyos (fig. 280). 

Solucidn: Para encontrar la Unea de infiuencia de la reaoci6n en el 

apoyo intermedio consideraremos como 
primer estado de fatiga el de la figu- 
ra 280 (a). El segundo estado es el de la 
figura 280 (b), en el que se prescinde de 
la carga P y de la reacci6n X, y en el 
lugar de esta ultima se hace actuar una 
carga unitaria hacia arriba. Este se- 
gundo estado es estaticamente deter- 
minado y su elastica conocida: — ecua- 
cionas (86) y (87), pagina 136 — ; por 
consiguiente, las flecbas 8 e y se pueden 
calcular. El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado 
para los corrimientos del segundo es 

XS — Py. 

El trabajo correspondiente a la fuerza unitaria del segundo estado 
para los corrimientos del primero (flecha cero en C) es cero; por con- 
siguiente, 

XS - Py = 0; X - P |. 

1 El empleo de modelos para la determinacion de lineas de in- 
fiuencia ha sido desarrollado por G. E. Beggs, Journal of Franklin 
Institute, 1927. 
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Es decir, la elastica del segundo estado es la linea de infiuencia de 
la reaccion X. Para obtener la linea de infiuencia de la reaccion en B, 
el segundo estado de fatiga sera el que representa la figura 280 (c). 

2. Utilizando la linea de infiuencia del problema anterior, deter - 
minar la reaccion en B si la carga P esta en el centro del primer tramo 

(x = |) —fig. 280 (a). 

Bespuesta: La reaccion estara dirigida hacia abajo y valdra 
3P I* 



16 ll + hh. 

3. Eneontrar la linea de infiuencia correspondiente al momento 
flector en el apoyo central C de la viga continua sobre tres apoyos de 
la figura 281. Utilizar la linea hallada para averiguar el valor del momen- 
to flector M c , cuando la carga P esta en el centro del segundo tramo. 

Solucidn : El primer estado le fati- 
ga es el que origina la carga real — figu- A M f 
ra 281 (a) — con el momento flector M e a / ' j-c — 7"^ — ^ 
aplicado en la seccion C. Para el segun- • '* (a) ' T ' *• 
do estado se quita la carga P, se corta A ^. — ' &*^L>& — tiL? 
la viga en C y se aplican dos pares uni- {b) /C ' Kj" 
tarios en lugar de M c — fig. 281 (6) — . 1 C I ' 
Este ultimo caso es estaticamente de- Fi(J. 281 
terminado. Los angulos 6j y 6 2 vienen 

dados por la ecuacion (104), y la flecha y por la ecuacion (105). La suma 
de los angulos 6, y 6 S representa el corrimiento en el segundo estado 
correspondiente al momento flector M c que obra en el primer estado. 
El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado para los 
corrimientos del segundo es h 

M c (9i + 9 S ) — Py. 

El trabajo correspondiente a las fuerzas del segundo estado para 
los corrimientos del primero es cero, puesto que en la figura 281 (a) la 
viga no esta cortada. Por consiguiente, 

M c (Qi+ 0 2 ) — Py = 0; 

o sea 

^ = P 87TV W 

Se ve que cuando la carga P cambia de posici6n, el momento flec- 
tor M e varia proporcionalmente a la flecha y. Por consiguiente, la 



1 Se supone que el momento flector M e produce una elastica 
c6ncava por abajo. 
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elastica en el segundo estado represents la linea de influencia de M e . 
Reoordando qua 

G » + 02 = " SET 
y que la flecha en el centro del aegundo tramo es 

el momento flector, cuando la carga P esta en el centro del segundo 
tramo — ecuacion (h) — , sera 

„ 3 Pll 

M < - re *ttv 

4. Encontrar la linea de influencia correspondiente al momento 
flector en el extremo empotrado de la viga AB (fig. 279) y oaloular este 

momento cuando la carga esta situada a x = | del apoyo izquierdo. 



liuapuesta: 



M„ = - 2 - 7 lP. 



X X 



5. Construir la linea de influencia correspondiente a las reaccio-' 
nes horizontales H del p6rtioo de la figura 167 (a) cuando la carga P se 
t p mueve a lo largo de la barra AB. 

Respuesta: La linea de influencia 
tiene la misma forma que la elastica 
de la barra AB para las oondicionea 
de carga de la figura 166 (c). 

6. Hallar la linea de influencia 
correspondiente a la tensi6n X en 
la barra horizontal GD — fig 282 (a) — 
cuando la carga P se mueve a lo lar- 
go de la viga AB. Calcular X cuan- 
do la carga esta en el centro de la 
viga. Los corrimientoa debido* al 
alargamiento o oontraccion de las 
barras se desprooiaran y solo se con- 
siderara el corrimiento debido a la 
flexion de la viga AB. 

Solucidn: El estado de carga do 
la figura 282 (a) se tomara como pri- 
mer estado de fatiga. En el segundo estado se prescinde de la carga P y 
de las fuerzas X, y en el lugar de estas ultimas se colocan dos fuerzas uni- 
tarias — fig. 282 (6) — . Debido a estas fuerzas, se transmitiran a la viga 
AB en los puntos F y H unas presiones verticales dirigidas haoia arri- 

ba de valor — y la viga flexara tal como se indica con lineas de trazos. 




EKERGIA DE DEFORMACI6N 



331 



Si la flecha de la viga en el punto correspondiente a la carga P la repre- 
sentamos con y y S es el corrimiento de los puntos G y D, uno hacia el 
otro, en el segundo estado de fatiga, el teorema de la reciprooidad de 
los trabajos da 

XS — Py = 0 o sea X = P |- (f) 

Por consiguiente, la elastica de la viga AB, en el segundo estado, 
es la linea de influencia pedida. La flexion de una viga por la acci6n 
de dos cargas situadas simetricamente se analizo en el problema 1, pa- 
de dos cargas situadas simetricamente se analiz6 en el problema 1, pa- 

gina 151. Poniendo — - en lugar de P en las formulas que obtuvimos, 
c 

las flechas de la viga en F y a la mitad de la luz seran 



tl-U) y (y)*4=2ll/(3* , -4c»), 



respectivamente. 

Examinando la rotaci6n del triangulo A FO — fig. 282 (c) — como un 
cuerpo rigido, se ve que el corrimiento horizontal del punto G es igual al 

h 

corrmueiito vertical del punto F multiplicado por -; por consiguiente, 

Sustituyendo este valor y el de la flecha a la mitad de ia luz en la 
ecuacion (i), se obtiene 

_ P_ 3^ a -4c 3 
_ 8 It 31 — 4c " 

7. Encontrar la linea de influencia correspondiente a, la, tensidn 
en la barra GD del sistema representado en la figura 'Zai, aespiociaado 





Fig. 283 



Fio. 284 



los corrimientos debidos a loa acortamientos y alargamientos de las 
barras y oonsiderando solamente la flexi6n de la viga AB. 

Reapuesta: La linea tendra la misma forma que la correspondiente 
a la reacoion en el apoyo central de la viga sobre tres apoyos (vease pro- 
blema 1, pag. 328). 

8. Construir la linea de influencia para la barra BG que atiranta 
a la viga AB. Hallar la tensi6n en BG cuando P esta a la mitad de 
AB (fig. 284). 
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Fig. 285 



Respuesta: Despreciando los corrimientos debidos al alargamiento 
del tirautu BC y a la contraccion de la viga AB, la fuerza en BC es 

_5_ P 
16 sen a' 

72. CaSOS de excepci6n. — Al deducir el teorema de Castiglia- 
no y el de reciprocidad de los trabajos, se ha supuesto que los 
corrimientos debidos a la deformacion son proporcionales a las 

cargas que obran sobre 

J^j ~l^L- e ' s ^ stema elastico. Exia- 

'1 yfl ten casos para los que 

! ' " dichos corrimientos no 

son proporcionales a las 
cargas aun cuando el 
material de que esta for- 
mado el cuerpo siga la 
ley de Hooke. Estos ca- 
sos se presentan siempre 
que los corrimientos debidos a la deformacidn influyen en la accion 
de las cargas exteriores. En dichos casos, la energia de deforma- 
cion no es ya una funci6n de segundo grado y el teorema de Cas- 
tigliano no es valido. Para aclarar esta limitacion, vamos a consi- 
derar el caso sencillo de que solamente una carga P acttie sobre 
el sistema elastico. Supongamos primeramente que el corrimien- 
to 8 es proporcional a la fuerza correspondiente P, tal como indi- 
ca la linea recta OA de la figura 285 (a). El area OAB representa 
la energia de deformacion almacenada por el sistema durante la 
aplicacion de la carga P. Para un aumento infinitesimal dS en 
el corrimiento, la energia de deformacion aumenta en la canti- 
dad que representa el area rayada en la figura y se obtiene 

dU = PdS. (a) 
Si la ley de variacion es lineal, el triangulo infinitesimal ADO 
es semejante al triangulo OAB; por consiguiente, 

— = — o dS = — - . (b) 
dP P P w 

Sustituyendo este resultado en la ecuaci6n (a), 
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de donde se deduce el teorema de Castigliano: 



— =8 
dP~ 



Un caso para el que no puede aplicarse el teorema de Cas- 
tigliano es el representado en la figura 286. Dos barras horizon- 
tales e iguales AC y BO, articuladas en A, By O, estan some- 
tidas a la accion de la fuerza vertical P apiicada en C. Sea C x la 
posicion de C despues de la defor- 
macion y a el angulo de inclinacion 
de cada barra en la posicion defor- 
mada. El alargamiento unitario de 
las barras deducido de la figu- 
ra 286 \a) es 



\cosa / 



(d) 




Si solamente se consideran corrimientos pequenos, a es pe- 



cos 

(d), se tiene 



queno y — vale, aproximadamente, 1 -j- — . Sustituyendo en 



s = 

2 



Las tensiones en las barras son 
T = AEz = 



AEk* 



(e) 



Por la condition de equilibrio del punto C t —fig. 286 (6)—, 



P = 2dT, 

y con el valor de T, dado por la ecuacion (e), 

P - AEa. 3 , 



(/) 



de donde 



p 

Ae 



"fi 

= Za = Zj/ 



AE' 



K9) 



(205) 
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En este caso, el corrimiento no es proporcional a la carga P, 
a pesar de que el material de la barra sigue la ley de Hooke. 
La relation entre 8 y P esta representada en la figura 285 (6) por 
la curva OA. El area rayada OAB en dicha figura representa la 
energfa de deformaci6n almacenada por el sistema. El valor de 
la energfa de deformation es 



Pd§ (h) 

Jo 

Sustituyendo el valor de 

S 3 

P = AE°-, (f) 



despejado de la ecuacion (205), se obtiene 

TP" ~T 4 \ ae' {l) 



Lo que demuestra que la energla de deformaei6n no es una 
funcion de segundo grado en la fuerza P. Tampoco vale dicha 
energla la mitad del produeto P8 (v^ase artfoulo 68), si no sola- 
mente su cuarta parte. El teorema de Castigliano no sera valido: 



dV 
dP 



= ±(pi-{/±\_i l -{rj_i 8 . 

dP\<L \ AE) 3 \ AE ~~ 3 



Resultados analogos se obtienen en todos los casos en que los 
corriniientos no son proporcionales a las cargas. 



APfiNDICE 



MOMENTOS DE INERCIA DE LAS AREAS PLANAS 

I. El momento de inercia de un area plana eon relacidn 
a un eje de su piano 

Al estudiar la flexion de vigas, se encontraron integrales de 
este tipo: 



-L 



y*dA, 



(1) 



en las que cada elemento de area dA esta multiplicado por el 
cuadrado de su distancia al eje z y la integration extendida al 
area A de la section recta de la viga (fig. 1). Una integral de 




Fig. 1 



y 



ft 



-b- 
Fio. 2 



esta naturaleza se denomina momento de inercia del area A 
con relacion al eje z. En casos sencillos, los momentos de inercia 
se calculan analiticamente con facilidad. Sea, por ejemplo, un 
rectdngulo (fig. 2). Para calcular el momento de inercia de este 
rectangulo con relaci6n al eje horizontal de simetria z, se puedo 
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dividir el rectangulo en elementos infinitesimales tales como el 
representado en la figura por el area rayada. De este modo, 

A 



I, = 2 I y*bdy = — 



12 



(2) 



De la misma manera, el momento de inercia del rectangulo 
con relacion al eje y es 



-Jt 



5 !U * 6 " 

sr/iaz = — ■ . 
12 



La ecuacion (2) sirve tambien para el calculo de I 2 en el pa- 
ralelogramo representado en la figura 3, puesto que este parale- 
iogramo puede deducirse del rectangulo representado con h'neas 

y 





Fig. 3 



Fig. 4 



de trazos por un desplazamiento paralelo al eje z de elementos 
tales como el rayado en la figura. Las areas de los elementbs y 
sus distancias al eje z permanecen invariables en el desplaza- 
miento y, por consiguiente, I z es igual al I z del rectangulo. 

Para calcular el momento de inercia de un triangulo con rela- 
cion a su base (figura 4), tomaremos como area elemental la 
rayada en la figura, cuyo valor es 

h 9 

La ecuacion (1) da 

C ' , h — V o 7 bh 3 

'•'I 'f^T 

El metodo de calculo expuesto se utiliza de modo general. 

El momento de inercia se obtiene dividiendo la figura en 
fajas infinitesimales paralelas al eje y despues integrando la 
ecuaci6n (1). 
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El calculo puede muchas veces simplificarse dividiendo la 
figura en partes cuyo momento de inercia con relaci6n al eje se 
conoce. En este caso, el momento de inercia total es la suma de 
los momentos de inercia de las diversas partes. 

El momento de inercia de un area con relacion a un eje tiene 
las dimensiones de una longitud a la cuarta potencia, segun se 
deduce de su definition — ecuacion (1) — ; por consiguiente, divi- 
diendo el momento de inercia con relacion a un cierto eje por el 
area de la section y extrayendo la raiz cuadrada, se obtiene una 
longitud. Esta longitud se denomina radio de giro con relacion 
a dicho eje. Para los ejes y y z, los radios de giros son 

Problemas 

1. Encontrar el momento de inercia del rectangulo de la figura 2 
con relaci6n a su base. 

Respuesta: 

T bh* 

2. Encontrar el momento de inercia del triangulo A BO con rela- 
oi6n al eje *' (fig. 4). 




Soluci&n: Este momento es la diferencia entre eT momento de iner- 
cia del paralelogramo ABDO y el del triangulo BDG. Por configurate, 

bh* bh 3 bh* 



II ~ 3 12 ~ T 



3. Encontrar J f para las secoiones de la figura 5. 
Respuesta: 

T - g* _ (g ~ 2 jO* t ba * (b — h 1 )(a — 2h)* 
12 ' J « = 12 12 * 

RI8ISTINCU Dl HiTKEIiLIS. — T.I ft • 
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4. Kncontrar el momonto de ineroia de un cuadrado de lado a 
con re lac 1611 a una diagonal. 
Bespuesta: 

a* 

/ = ir ■ 

6. Hallar k y y k z para el rectangulo representado en la figura 2. 

Bespuesta: 

k tl —', k z 



2V3' 



2 V3 



6. Hallar k z para las secciones 5 (a) y 6 (6). 



II. Momento polar de inercia de un area plana 

El momento de inercia de un area plana con relacion a un 
eje perpendicular al piano de la figura se denomina momento 
polar de inercia con relaci6n al punto en que el eje corta al piano 
(punto 0 en la figura 1). Analiticamente, se define por la integral 



rHA, 



(4) 



segun se ve, cada elemento de area dA se multiplica por el cua- 
drado de su distanciaal eje y la integration 
se extiende a toda el area de la figura. 

Con referenda a la figura 1, r a = y 2 z 2 , 
y por la ecuacion (4), 




(y* + z 2 ) dA = l v + /, 



(5) 



Es decir, que el momento polar de iner- 
Fia. 6 cia con relacion a un punto 0 es igual a la 

suma de los momentos de inercia respecto 
a dos ejes rectangulares y y 2 que pasan por dicho punto. 

Consideremos una secci6n circular. El momento polar de 
mercia de uu clrculo con relacion a su centro se utiliza al anali- 
zar la torsion de un eje circular (vease articulo 58). Si se divide 
el area del circulo en anillos elementales, tal como indica la figu- 
ra 6, se tiene dA = Inrdr, y por la ecuacion (4), 



< 

Jo 



r*dr = 



32 ' 



(6) 
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Se ve que en este caso, en virtud de la simetria J z = l y ; 
por consiguiente, de las ecuaciones (5) y (6) se deduce 

El momento de inercia en la elipse, con relaci6n al eje z 
(figura 7), puede obtenerse comparando la elipse con el ciiculo 
representado en la figura con Unea de trazos. 




Fig. 7 



La altura y de un elemento cualquiera de la elipse, tal como 
el rayado de la figura, puede obtenerse reduciendo la altura y del 

elemento correspondiente del circulo en la relaci6n ^. Segun se 

deduce de la ecuacion (2), los momentos de inercia de estos dos 

b 3 

elementos con relaci6n al eje z estan en la relacion Los mo- 

J a 3 

mentos de inercia de la elipse y del circulo estaran en la misma 

relacion; por consiguiente, el momento de inercia de la elipse ea 

71 (2a) 4 6 3 _ nab 3 

t3 _ 



64 a? 4 
Del mismo modo, para el eje vertical 

nba 3 



(8) 



el momento polar de ineroia de una elipse sera (ecuaci6n 5) 



(9) 
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Problemas 

1. Hallar el momento polar de un rectangulo con relaci6n al oen- 
tro de gravedad (fig. 2). 

Hespuesta : 

T W W 
"~ 12 + l2' 

2. Hallar los momentos polares de inercia con relacion a sus 
centros de gravedad de lag areas representadas en la figura 6. 



III. Cambio de ejes 

Si se conoce el momento de inercia de un area (fig. 8) con 
relacion a un eje z que pasa por su centro de gravedad, el mo- 
mento de inercia respecto a otro eje z' 
paralelo al primero puede calcularse por 
la ecuacion 

= + Ad\ (10) 

donde A ea el area de la figura y d la 
distancia entre los ejes. En efecto, por 
la ecuacion (1), 




Fig. 8 



L = 



jjy + d)HA = j yHA + 2 j yddA + J 



d 2 dA. 



1 



J 



f 



— — r, 



La primera integral del segundo miembro vale I g , la tercera 
integral es igual a Ad 2 y la segunda inte- v 
gral es cero, debido a que el eje z pasa por 
el centro de gravedad, con lo que queda 
probada la ecuaci6n (10). La ecuaci6n (10) 
es muy util para el calculo de los momen- 
tos de inercia correspondientes a secciones 
de vigas compuestas (fig. 9). Las posicio- 
nes de los centros de gravedad de los angu- 
lares y los momentos de inercia de sus sec- 
ciones con relaci6n a ejes que pasan por fjq. q 
sus centros de gravedad vienen dados en 
los catalogos. El calculo de los momentos de inercia de los an- 
gulares oon relaci6n al nuevo eje z pueden hacerse faciknoute 
empleando la ecuacion (10). 
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Problemas 

1. Empleando la formula del cambio de ejes, hallar el momento 

de inercia de un triangulo (fig. 4) con relaci6n al eje que pasa por el 
centro de gravedad y es paralelo a la base. 
Respuesta: 

T bh* 
/ = 36* 

t. Hallar el momento de inercia I z de la seccitfn representada 
pn la figura 9 si h = 50 cm., b = 1,25 cm. y los angulares son de 
10 X 10 cm. X 1,25 cm. 

Solucion : 

I t = 59453 cm.«. 

3. Hallar el momento de inercia con relacidn a la lmea neutra de 
la secci6n en £ de la figura 85. 



IV. Producto de inercia. Ejes prineipales 

La integral 



= J yzdA, 



(11) 



en la que cada elemento de area dA se multiplica por sus coor- 
denadas y la integracion se extiende al area de una figura plana, 
se denomina producto de inercia de la figura. Si una figura tiene 
un eje de simetna y se toma como eje y o eje z (fig. 10), el pro- 
ducto de inercia es igual a cero. Esta propie- 
dad se deduce de que en este caso por cada 
elemento dA cuya z es positiva, existe otro 
elemento dA' igual y sim^tricamente coloca- 
do, cuya z es negativa y cuya y vale lo mis- 
mo. Los productos elementales correspondien- 
tes yzdA se anulan entre si; por consiguiente, 
la integral (11) se anula. 

En el caso general, para un punto cual- 
quiera de una figura plana, se pueden hallar siempre dos di- 
recciones perpendiculares para las que el producto de inercia 
se anule. Sean, por ejemplo, los ejes y y z (fig. 11). Si giramos 
los ejes 90° alrededor de O, en el sentido de las agujas del 
reloj, las nuevas posiciones de los ejes son las y' y a' de la figu- 





y 




dA- 






z 





















Fia. 10 
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ra. Las relaoiones entre las nuevas coordenadas y las antiguas 

de un elemento dA son 

y' = z; z'^ — y. 

Por consiguiente, el producto de inercia para los ejes nue- 
voa ea 

h'* = j y'z'dA = — j yzdA = — / w ; 

es decir, en virtud de la rotaci6n, el producto de inercia conser- 
va su valor, pero oambia signo. Como el producto de inercia 
varia de modo continuo con el angulo de rotation, tiene que 



y 




Fig. 11 Fig. 12 



existir una cierta position comprendida entre las estudiadas, 
para la cual se haya anulado. Las direcciones correspondientes 
se denominari ejes principales. Cuando el origen de coordena- 
das es el centro de gravedad, las direcciones principales se de- 
nominan ejes centrales principales. Si una figura tiene un eje 
de simetria, este eje y el perpendicular a el son los ejes princi- 
ples de la figura, puesto que el producto de inercia con rela- 
tion a ellos es nulo, como nemos dicho anteriormente. 

Si se conoce el producto de inercia de una figura para un 
par de ejes y y z (fig. 12), que pasan por su centro de gravedad, 
el producto de inercia para los ejes paralelos a ellos y' y z' se 
halla por la ecuacion 

h'* = hi + A ab; (12) 

En efecto, las coordenadas de un elemento dA, en relation 

a los ejes nuevos, son 

y' = y-\ 1>\ z' = z + a 
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por consiguiente, 

/„ v = j y'z'dA = j (y+b)(z + a)dA 

— I yzdA 4- / abdA -f J yadA + / bzdA. 
Ja Ja Ja Ja 

Las dos ultimas integrates son nulas, puesto que G es el 
centro de gravedad de la figura y la ecuacion se reduce a la 
expresi6n (12). 

Problemas 

1. Hallar If? para el rectangulo de la figura 2. 
Respuesta : 

T 

'Vz' — . . 

2. Hallar el producto de inercia del angular de la figura 13 con 
relaci6n a los ejes y y z. Resolver la misma cuesti6n para los y x y z v 

Soluddn: Dividiendo la figura en dos 
rectangulos y empleando la ecuaci6n (12) 
para cada uno de ellos, se encuentra 



. . h*(a»~h*) 
1 vz — ~4~ + 4 



y< 



•■ t . 



, Q _ 

Fig. 13 



Por simetria, 7„ i?l = 0. v 

3. Determinar los productos de iner- 
cia de las secciones de la figura 5 si C es 
el centro de gravedad. 

Solution: Para la figura 5 (o) y (6) 
l yz — 0 por la simetria. En el caso de la 

figura 5 (c), dividiendo la figura en tres rectangulos y aplicando la 
ecuacion (12), se tiene 

i 1B= =- 2 (6-; ll )fc^|. 



V. Cambio de direcci6n de los ejes. Determinaci6n 
de los ejes principales 

Supongamos que los momentos de inercia 
l t =j y HA; l y =J zHA 



(a) 



344 



APEND10S 



y el producto de inercia 



(b) 



son conocidos para dos ejes y j z rectangulares (fig. 14) y que 
ee quieren hallar las mismas cantidades para los ejes nuevos y 1 




Fig. 14 



y z v Considerando un area elemental dA, las nuevas coordena- 
das en funoi6n de las antiguas son 

«! = z cos 9 + yseny; y 1 = y cos <p — z sen <p, (c) 

siendo <p el angulo que ibrman los ejes z y z v 

De este modo, 1 

l H = / j^tLl = I (y cos 9 — z sen <p) 2 dA — I y 2 cos 2 <pdA 
Ja Ja Ja 

+ j z 2 sen 2 q>dA — j 2yz sen <p cos 9<2.4, 

o, empleando (a) y (6), 

I, t = /a cos 2 tp -f /„ sen 2 9 — I n sen 29 ( (13) 
Del mismo modo, - 

I Vt = / f sen 2 9 + /„ cos 2 9 + 7 W sen 29. (13') 
Sumando y restando las ecuaciones (13) y (13'), se obtiene 

+ I Vi = /, + /„ (14) 

h t - h, = (h — h) 008 2 <P — 2 7 w sen 2< P ( 15 ) 
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Estas ecuaciones sirven para el calculo de I Zi e I Vi . Para 
calcular 2„ A , tendremos 

Am. = J 2/i 2 i^ = J (^ cos 9 — z sen 9) (z cos 9 
-f y sen 9)d4 = J y 2 sen 9 cos <pdA 
— j z a sen 9 cos 9<L4 + j yz(coa 2 9 — sen 2 9) dA, 

o, empleando las ecuaciones (a) y (6), 

/ M = (/. — /») - sen 2 9 + / w cos 2 9. (16) 
2 

Los ejes principals de inercia son aquellos para los que el 
producto de inercia sea nulo. Por consiguiente, y x y z x seran los 
ejes principales si el segundo miembro de la eouaci6n (16) se 
anula, es decir, si 



(I t —I y ) - sen 29 + I yi cos 29 = 0; 

2 



lo que da 



Como ejemplo, determinaremos las direcciones de los ejes 
principales de un rectangulo rei'erentes a uno de sus vertices 
(figura 2). En este caso, 

, bh* j hb 3 r _b 2 h 2 

h = T ; lv ~V v '*~ 4 ' 

por consiguiente, 

tg 2 * - ~jhV _ ~bh?\ ~ 2 (b 2 — h 2 ) ' (d) 

2 U 3/ 

Al deducir la ecuaci6n (17), el angulo 9 se tom6 como posi- 
tivo en el sentido de las agujas del reloj (fig. 14), de modo qr.e 9 
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debera tomarse en ese sentido, cuando al calcularle sea positive 
La ecuacion (d) da dos valores diferentes para <p, que difieren 
en 90°. Son las dos direcciones perpendiculares de los ejes prin- 
cipales. Conociendo las direcciones de los ejes principales, los 
momentos de inercia correspondientes pueden hallarse por las 
ecuaciones (14) y (15). Los radios de giro correspondientes a los 
ejes principales se denominan radios de giro principales. 

Si y x y z 1 son los ejes principales de inercia (fig. 15) y k Vi y k^ 
los radios de giro principales, la elipse que tiene por semiejes k Vi 





y. 




— 4 J — e, 







Fig. 16 



y £ 2i se denonrina elipse de inercia (fig. 15). Trazada esta elipse, 
el radio de giro k 2 para un eje cualquiera z puede obtenerse 
graficamente trazando una tangente a la elipse paralela a z. 
La distancia desde el origen 0 a esta tangente es la longitud 
de k z . La elipse de inercia da idea clara de c6mo varia el mo- 
mento de inercia cuando el eje z gira en el piano de la figura 
alrededor del punto O, y muestra que los momentos de inercia 
maximo y mfnimo acontecen para los ejes principales y se de- 
nominan momentos principales de inercia. 



Problemas 

1. Determinar las direcciones de los ejes principales para la seo- 
cion en Z — fig. 5 (c) — , si ft = = 2,5 cm., b = 12,5 cm., a = 25 cm. 

2. Hallar la direeeion de los ejes centrales principales y el valor 
de los momentos principales de inercia correspondientes para un an- 
gular de stccion 12,5 cm. X 6,2o cm. X 1,25 cm. 
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Reapuesta : 

tg 29 =» 0,547; I m4x = 365,6 cm.'; J m)n = 38,7 cm.*. 

3. Determinar los semiejes de la elipse de inercia para una sec- 
oi6n e.Uptica (fig. 7). 

Respuesta: 

^ = 2 ; k v = 2' 

4. jEn qu6 condiciones la elipse de inercia se transforma en tm 
oirculo? 

Respuesta : Cuando los momentos de inercia coa reiaoiOn a los ejes 
principales sun iguaies. 
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